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Unidade I

Árvores e Árvores Binárias

1.1 Conceitos Fundamentais

Definição: uma árvore é um conjunto finito constituído de um ou mais nós, de modo que há um nó especial chamado raiz e os nós remanescentes são divididos em n ≥ 0 conjuntos disjuntos A1, A2,...,An, onde cada um destes conjuntos é uma árvore (ou, mais apropriadamente, uma sub-árvore). Observe que, de forma análoga à definição de listas generalizadas, esta definição também é recursiva.

Uma árvore pode ser representada esquematicamente como na figura seguinte:
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No exemplo acima, A é a raiz da árvore, que, por sua vez, possui três sub-árvores cujas raízes são B, C e D. (Normalmente, a raiz de uma árvore é desenhada no topo da mesma.) A exigência de que os conjuntos (sub-árvores) sejam disjuntos, na definição de árvore, impede que haja ligação entre uma sub-árvore e outra (por exemplo, uma ligação entre D e F não é permitida).

Vários termos são freqüentemente utilizados quando se faz referência a árvores; a seguir, ver-se-ão alguns deles. Um nó de uma árvore consiste de um item de informação mais as ramificações para outros itens. A árvore do exemplo acima possui 13 nós, cujos campos de informação são representados por letras e as ramificações por segmentos de reta. O grau de um nó é o número de sub-árvores do nó. No exemplo acima, o grau do nó A é 3, o grau do nó B é 2 e o grau do nó J é 0. Os nós cujos graus são iguais a zero (i.e., aqueles que não possuem nenhuma sub-árvore) são denominados nós-folhas (ou, simplesmente, folhas) ou nós terminais. Os nós que não são folhas são denominados de nós não-terminais. As raízes das sub-árvores de um nó X são denominadas filhos de X. Neste último caso, X é chamado de pai de seus nós-filhos. Assim, no exemplo acima, os filhos de B são E e F, e o pai de B é A. Os filhos de um mesmo pai são ditos serem irmãos. O grau de uma árvore  é o maior dentre os graus de todos os nós da árvore. O grau da árvore do exemplo acima é 3. Os ancestrais de um nó são todos os nós ao longo do caminho que vai da raiz até este nó (sem incluí-lo). No exemplo acima, os ancestrais de L são A, B e E.

O nível de um nó X é definido como
:
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Na árvore do exemplo, o nível do nó A é 1, o nível dos nós B, C e D é 2, e assim por diante. A profundidade ou altura de uma árvore é o nível máximo encontrado em algum nó da árvore. A profundidade da árvore do exemplo acima é 4 (correspondendo ao nível dos nós K, L e M).

Uma floresta é definida como sendo um conjunto de n ≥ 0 árvores disjuntas. Observe que a noção de floresta é muito próxima da própria noção de árvore. Por exemplo, se a raiz da árvore do exemplo acima fosse removida, ter-se-ia uma floresta com três árvores, cujas raízes seriam B, C e D. Inversamente, se as raízes das árvores que formam uma floresta forem unidas por um nó adicional ter-se- uma árvore.

Há  várias formas de representar-se graficamente uma árvore, além daquela vista no exemplo acima. Uma forma útil é a representação em forma de lista. Neste esquema, a árvore do exemplo acima seria representada como:

(A(B(E(K,L),F),C(G),D(H(M),I,J)))

Outra forma menos utilizada para representar graficamente uma árvore é usando endentação para refletir as relações entre os nós
. Usando este tipo de representação a árvore do exemplo seria representada como:
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1.2 Árvores Binárias

Uma árvore binária é uma estrutura do tipo árvore (i.e., hierárquica), onde o grau de cada nó é no máximo igual a dois (em outras palavras, cada nó tem no máximo duas ramificações). Além disso, numa árvore binária, faz-se distinção entre a sub-árvore da esquerda e a sub-árvore da direita de um nó. Uma árvore binária também pode ser vazia, i.e., não possuir nenhum nó. A definição formal é: uma árvore binária é um conjunto de nós que ou é vazio ou consiste de uma raiz e duas árvores binárias disjuntas denominadas de sub-árvore direita e sub-árvore esquerda.

Confronte as definições de árvore e de árvore binária, e observe que existem diferenças entre árvores e árvores binárias. Note que pode existir árvore binária vazia, enquanto não pode existir árvore vazia. As duas árvores binárias seguintes são diferentes:


A primeira destas árvores tem uma sub-árvore direita vazia e a segunda tem uma sub-árvore esquerda vazia. Se estas estruturas fossem consideradas como árvores ao invés de árvores binárias, elas seriam iguais.

A terminologia vista antes para árvores (grau, nível, profundidade, pai, filho, etc.) aplica-se naturalmente às árvores binárias. 

Alguns resultados importantes relativos a árvores binárias serão vistos em seguida.

Proposição 1 (Lema): 

(i) O número máximo de nós no nível i de uma árvore binária é 2i-1, i ≥ 1;

(ii) O número máximo de nós numa árvore binária de profundidade k é 2k - 1, k ≥ 1.

Prova:

(i) A prova feita é por indução sobre i. Para i = 1, tem-se que 2i-1 = 21-1 = 1, pois só há um nó no nível 1: a raiz. Suponha agora que a equação dada em (i) seja válida para i = n; isto é, que o número máximo de nós no nível n é dado por:

2n-1
Então, deve-se mostrar que esta equação também vale para i = n +1, ou seja, que o número máximo de nós no nível n + 1 é dado por:

2n
Ora, como cada nó tem no máximo grau 2, então o número máximo de nós no nível n + 1 é 2 vezes o número máximo de nós no nível n, isto é, 2 x 2n-1 = 2n. Assim,a parte (i) da proposição está provada.

(ii) O número máximo de nós numa árvore binária de profundidade k é o somatório do número máximo de nós em todos os níveis da árvore, ou seja:

   k

   ∑  2i-1 = 2k - 1

  i=1

Exercício: A prova desta última igualdade pode também ser feita por indução. Demonstre isto.

Proposição 2: Para qualquer árvore binária B, se n0 é o número de nós terminais (folhas) e n2 é o número de nós de grau 2, então n0 = n2 + 1.

Prova: Seja n1 o número de nós de grau 1 e n o número total de  nós. Uma vez que todos os nós têm grau ≤ 2 tem-se que:

n = n0 + n1 + n2  

(1)

Agora, cada nó, exceto a raiz, possui um ramo que o liga a seu nó-pai. Então, se r é o número de ramos, tem-se  n = r + 1.  Mas, cada ramo parte de um nó de grau um ou de um nó de  grau dois. Assim, r = n1 + 2n2 e, portanto,

n = 1 + n1 + 2n2  

(2)

De (1) e (2), vem o resultado desejado:

n0 = n2 + 1  

q.e.d.
Uma árvore binária de profundidade k que possui o número máximo possível de nós (dado pelo Lema 1 por    2k - 1) é denominada de árvore binária repleta.

Uma representação elegante para árvores binárias repletas é obtida a partir da numeração seqüencial dos nós, começando com o nó do nível 1, depois os nós do nível 2, e assim por diante. Os nós em um nível são numerados da esquerda para a direita. Este esquema de numeração serve para definir uma árvore binária completa. Uma árvore binária com n nós e profundidade k é completa se e somente se seus nós correspondem aos nós que são numerados de 1 até n numa árvore binária repleta de profundidade k
.

Uma árvore binária repleta, de profundidade 4, com numeração seqüencial é apresentada a seguir.


Agora, considere as seguintes árvores binárias:


Estas duas árvores são dois tipos especiais de árvores binárias. A primeira uma árvore binária inclinada (à esquerda), enquanto que a segunda uma árvore binária completa. 

Os nós de uma árvore binária completa podem ser armazenados num arranjo unidimensional arvore, com o nó numerado por i sendo armazenado em arvore[i]. A Proposição 3, a seguir, permite que se determinem as localizações do pai, do filho da esquerda e do filho da direita de um nó de uma árvore binária completa representada neste esquema. (A prova desta proposição é deixada como exercício.)

Proposição 3: Se uma árvore binária completa com n nós é representada seqüencialmente como descrito acima, então, para qualquer nó numerado por i, 1 ≤ i ≤ n, tem-se:

(i) Pai(i)  é numerado por i / 2, se i ≠ 1. Se i = 1, trata-se da raiz, que não possui pai.

(ii) FilhoEsquerda(i) é numerado por 2i, se 2i ≤ n. Se 2i >n, então o nó i não possui filho da esquerda.

(iii) FilhoDireita(i)  é numerado por 2i + 1, se 2i + 1 ≤ n. Se 2i + 1 > n, então o nó i não possui filho da direita.

A representação seqüencial proposta pode ser utilizada para qualquer árvore binária (e não apenas para árvores binárias completas), embora, em muitos casos, possa haver desperdício de espaço. Para árvores binárias completas esta representação é ideal, pois não há  desperdício de espaço. O pior caso é o de uma árvore binária inclinada à direita de profundidade k, que requer 2k - 1 posições no arranjo e ocupa efetivamente apenas k posições. A seguir, são apresentadas as representações por arranjo da árvore inclinada à esquerda e da árvore completa vistas anteriormente.



Além da desvantagem de possível desperdício de memória, a representação seqüencial também dificulta as operações de remoção e inserção de nós. De fato, inserção e remoção de nós do meio de uma árvore requer o movimento de muitos nós para refletir a mudança de nível destes nós. Estes problemas podem ser superados com a utilização de uma representação encadeada. Nesta representação, cada nó seria representado por um registro com três campos: esquerda, dado e direita, como ilustrado a seguir.


Embora, com esta estrutura de nós, torne-se difícil determinar o pai de um nó, ela é adequada para a maioria das aplicações de árvores binárias.  Pode-se acrescentar um quarto campo, denominado pai, se for rotineira a determinação dos pais dos nós. 

1.3 Caminhamento em Árvores Binárias

Entende-se por caminhamento a ação de percorrer (visitar) todos os nós de uma árvore com o objetivo de executar alguma operação sobre as informações contidas nestes nós (por exemplo, imprimir, consultar, alterar, etc.). Numa lista encadeada, existe uma ordem natural para percorrerem-se todos os seus nós, que é partir do início da lista e seguir na direção do encadeamento até o final da lista (por este motivo, as listas encadeadas são denominadas estruturas lineares). No entanto, não há nenhuma ordem linear natural para se visitarem os nós de uma árvore (as árvores são conhecidas como estruturas não-lineares). 

Podem-se definir várias ordens de caminhamento em árvores binárias. Aqui, descrever-se-ão os três tipos de caminhamento mais comuns; são eles: caminhamento em ordem prefixa (abreviadamente, pré-ordem), caminhamento em ordem infixa (in-ordem) e caminhamento em ordem sufixa (pós-ordem). Em cada um destes métodos de caminhamento, nada precisa ser feito para caminhar sobre uma árvore binária vazia. Os métodos serão definidos recursivamente, de forma que executar o caminhamento sobre uma árvore binária envolve visitar a raiz, e caminhar em suas sub-árvores esquerda e direita. Estes métodos são descritos em seguida.

a) Caminhamento em Pré-ordem:

1. Visite a raiz

2. Caminhe na sub-árvore esquerda em pré-ordem

3. Caminhe na sub-árvore direita em pré-ordem

b) Caminhamento em In-ordem:

1. Caminhe na sub-árvore esquerda em in-ordem

2. Visite a raiz

3. Caminhe na sub-árvore direita em in-ordem

c) Caminhamento em Pós-ordem:

1. Caminhe na sub-árvore esquerda em pós-ordem;

2. Caminhe na sub-árvore direita em pós-ordem;

3. Visite a raiz.

Considere a seguinte árvore binária:


Os caminhamentos em pré-ordem, in-ordem e pós-ordem aplicados à esta árvore binária produziriam as seguintes seqüências de visitação dos nós:

· Pré-ordem: ABDGCEHIF
· In-ordem : DGBAHEICF
· Pós-ordem: GDBHIEFCA
Árvores binárias podem ser utilizadas para representar expressões aritméticas. Neste método de representação, a raiz da árvore contém o operador que deve ser aplicado aos resultados das avaliações das expressões aritméticas representadas pelas sub-árvores esquerda e direita. Um nó que representa um operador (binário) possui duas sub-árvores não-vazias, enquanto que um nó que representa um operando não possui sub-árvores (i.e., é um nó-folha). Assim, a expressão A + B*C seria representada pela árvore:


Enquanto que a expressão (A + B)*C seria representada como:


O que acontece quando se executa sobre estas árvores cada uma das três formas de caminhamento definidas acima? O caminhamento em pré-ordem para a árvore do primeiro exemplo acima produz +A*BC, enquanto que, para a árvore do segundo exemplo, resultaria em *+ABC. Observe que estas seqüências representam justamente as formas prefixas das expressões dadas. Na realidade, esta regra é geral para expressões representadas em forma de árvores binárias e sugere a denominação dada a este tipo de caminhamento. É fácil verificar que as seqüências de nós obtidas com os caminhamentos em pós-ordem resultam nas formas sufixas das expressões representadas. Para as árvores dos exemplos acima, estes caminhamentos produziriam as seqüências: ABC*+ e AB+C*, respectivamente para a primeira e para a segunda árvore. Será, então, que o caminhamento em in-ordem numa árvore que representa uma expressão produz a forma infixa da expressão? A resposta é nem sempre! Se, sobre a árvore do primeiro exemplo, fosse executado o caminhamento em in-ordem obter-se-ia a seqüência A+B*C, que, de fato, é a forma infixa da expressão representada. Entretanto, uma árvore binária que representa uma expressão não contém parênteses, uma vez que a ordem das operações é implícita na estrutura da árvore. Assim, uma expressão cuja forma infixa necessita de parênteses para indicar explicitamente a ordem das operações não pode ter sua forma infixa recuperada por um caminhamento in-ordem convencional. O caminhamento in-ordem da árvore do segundo exemplo acima resultaria em A+B*C, que não corresponde à forma infixa da expressão original.

1.4 Implementação de Árvores Binárias em C

Serão apresentados algumas funções em C para construção de árvores binárias e para caminhamentos sobre as mesmas. Serão utilizados ponteiros e registros para a implementação de árvores, pois esta é a forma mais elegante e prática de representarem-se árvores em linguagens que permitem estas facilidades. No entanto,  é oportuno frisar que este não o único modo de representação para árvores (da mesma forma que listas encadeadas não precisam, necessariamente, ser implementadas com ponteiros e registros). 

As funções apresentadas a seguir seguintes assumem as declarações:

typedef  struct  no {

       
struct  no  *esquerda;

       
tDado
      dado;

       
struct  no  *direita;

} tNo, *tArvore;

Aqui, tDado é um tipo de dados qualquer predefinido ou definido anteriormente pelo programador.

A função seguinte implementa a operação de construção de uma árvore binária (mais precisamente, de sua raiz).

/****

 *

 * ConstroiArvore() 

 *

 * Construção da raiz de uma árvore binária.
 *

 ****/

tArvore ConstroiArvore(tDado item)

{

   tArvore arvore;

   arvore = malloc(sizeof(tNo));

   arvore->dado = item;

   arvore->esquerda = NULL;

   arvore->direita = NULL;

   return arvore;

}

As funções FilhoEsquerda() e FilhoDireita(), a seguir, criam, respectivamente, os filhos da esquerda e da direita para um nó fornecido.

/****

 *

 * FilhoEsquerda() 

 *

 * Cria o filho da esquerda para o nó apontado por p com o conteúdo item.
 *

 ****/

void FilhoEsquerda(tArvore p, tDado item)

{

   ASSEGURA(p, "Erro: Insercao invalida.");

   ASSEGURA(!p->esquerda, "Erro: Insercao invalida.");

   p->esquerda = ConstroiArvore(item);

}

/****

 *

 * FilhoDireita() 

 *

 * Cria o filho da direita para o nó apontado por p com o conteúdo item.
 *

 ****/

void FilhoDireita(tArvore p, tDado item)

{

   ASSEGURA(p, "Erro: Insercao invalida.");

   ASSEGURA(!p->direita, "Erro: Insercao invalida.");

   p->direita = ConstroiArvore(item);

}

Nas funções seguintes, são implementados (recursivamente) os caminhamentos em pré-ordem, in-ordem e pós-ordem. O parâmetro op utilizado nestes funções é um ponteiro para função definido como:

typedef void (*tOperacao) (tDado);
Ponteiros deste tipo representam operação a serem efetuadas sobre a informação (do tipo tDado) contida em cada nó da árvore. Por exemplo, se a informação contida em cada nó fosse do tipo char * e a operação requerida no caminhamento fosse simplesmente imprimir as informações poder-se-ia utilizar a função puts() como respectivo parâmetro real numa chamada a qualquer dessas funções. 

/****

 *

 * PreOrdem() 

 *

 * Caminhamento em pré-ordem na arvore cuja raiz é apontada por arvore; 

 * op é a operação a ser efetuada sobre a informação contida em cada nó

 *

 ****/

void PreOrdem(tArvore arvore, tOperacao op)

{

   if (arvore) {

      op(arvore->dado);  


/* Visita a raiz */

      PreOrdem(arvore->esquerda,op); 
/* Caminha na sub-árvore da esquerda */

      PreOrdem(arvore->direita,op); 
/* Caminha na sub-árvore da direita */

   }

}

/****

 *

 * InOrdem() 

 *

 * Caminhamento em in-ordem na arvore cuja raiz é apontada por arvore; 

 * op é a operação a ser efetuada sobre a informação contida em cada nó

 *

 ****/

void InOrdem(tArvore arvore, tOperacao op)

{

   if (arvore) {

      InOrdem(arvore->esquerda,op); 
/* Caminha sub-árvore esquerda */

      op(arvore->dado);  


/* Visita a raiz */

      InOrdem(arvore->direita,op);  
/* Caminha sub-árvore direita */

   }

}

/****

 *

 * PosOrdem() 

 *

 * Caminhamento em pós-ordem na arvore cuja raiz é apontada por arvore; 

 * op é a operação a ser efetuada sobre a informação contida em cada nó

 *

 ****/

void PosOrdem(tArvore arvore, tOperacao op)

{

   if (arvore) {

      PosOrdem(arvore->esquerda,op); 
/* Caminha na sub-árvore esquerda */

      PosOrdem(arvore->direita,op); 
/* Caminha na sub-árvore direita */

      op(arvore->dado);  


/* Visita raiz */

   }

}
1.5 Árvores Binárias Costuradas

Podem-se construir funções não-recursivas mais eficientes para os caminhamentos vistos anteriormente. Por exemplo, uma função não-recursiva para executar o caminhamento em in-ordem numa árvore binária pode ser escrito como em seguida. (Nesta função supõe-se a existência do tipo tPilha, e das funções Empilha, Desempilha, CriaPilha e PilhaVazia que implementam uma pilha cujos elementos são do tipo tArvore.)

/****

 *

 * InOrdem2() 

 *

 * Caminhamento em in-ordem na arvore cuja raiz é apontada por arvore; 

 * op é a operação a ser efetuada sobre a informação contida em cada nó.

 * Esta implementação produz o mesmo resultado que a versão anterior, mas,

 * diferentemente da versão anterior, esta versão é não-recursiva.

 *

 ****/

void InOrdem2(tArvore arvore, tOperacao op)

{

   tPilha  pilha;

   tArvore pArvore;

   CriaPilha(&pilha);

   pArvore = arvore;

   do {

      while (pArvore) {

         Empilha(pArvore, &pilha);

         pArvore = pArvore->esquerda;

      }

      if (!PilhaVazia(pilha)) {

         pArvore = Desempilha(&pilha);

         op(pArvore->dado);

         pArvore = pArvore->direita;

      }

   } while (!PilhaVazia(pilha) || pArvore);

}

Existe uma maneira ainda mais eficiente do que a precedente para implementar-se o caminhamento em in-ordem. Examinando-se a função anterior, percebe-se que a pilha é desempilhada quando pArvore é igual a NULL. Isto pode acontecer em duas situações. Uma situação é aquela em que se sai da instrução while após esta ter sido executado uma ou mais vezes. Isto significa que se caminhou para baixo e à esquerda até que se atingiu um ponteiro NULL, empilhando-se cada nó à medida em que se passava por ele. Assim, o elemento do topo da pilha é valor de pArvore antes de ele tornar-se NULL. Se um ponteiro auxiliar q for mantido um passo antes de pArvore, o valor de q pode ser utilizado diretamente e não precisa ser empilhado. A outra situação na qual pArvore é NULL é quando a instrução while não é executada. Isto ocorre após ser atingido um nó com uma sub-árvore direita vazia; i.e., após executar-se a instrução pArvore = pArvore->direita e retornar-se ao início do laço do-while. Neste ponto, ter-se-ia perdido a ordem de caminhamento se não fosse o fato de o nó, em cuja sub-árvore esquerda foi feito o caminhamento justamente anterior, estar no topo da pilha. 

Suponha, então, que ao invés de um ponteiro igual a NULL, um nó com sub-árvore direita vazia possuísse um ponteiro para o nó que deveria estar no topo da pilha neste ponto da função. Então não haveria mais necessidade da pilha, pois o nó apontaria diretamente para seu sucessor no caminhamento em in-ordem. Tal ponteiro é denominado de uma costura e deve ser diferenciado de um ponteiro normal da árvore, utilizado para ligar um nó às suas sub-árvores esquerda e direita. A figura a seguir mostra uma árvore com costuras (linhas pontilhadas), conforme aqui descrito. Observe que o nó mais à direita na figura tem seu ponteiro direito igual a NULL, uma vez que ele não possui nenhum sucessor em in-ordem. Árvores com costuras conforme descritas aqui são denominada de árvores costuradas em in-ordem à direita. Uma árvore binária costurada em in-ordem à esquerda também pode ser similarmente definida como sendo aquela na qual cada ponteiro esquerdo igual a NULL é alterado para conter uma costura para seu antecessor no caminhamento in-ordem. Pode-se ainda ter uma árvore binária que seja simultaneamente costurada em in-ordem à esquerda e à direita. Neste último caso, diz-se que a árvore é costurada em in-ordem. As árvores costuradas em in-ordem à esquerda não resultam em tantas vantagens quanto as costuradas à direita e, portanto, não serão consideradas aqui.


Para a implementação de árvores binárias costuradas in-ordem à direita e para as funções seguintes, são supostas as seguintes declarações:

typedef enum {SIM, NAO} tCostura;

typedef  struct  no {

       
struct  no  *esquerda;

       
tDado
      dado;

       
struct  no  *direita;

       
tCostura
costura;

} tNo, *tArvore;
A função ConstroiArvore() vista anteriormente para árvores binárias não-costuradas permanece imutável para o caso de árvores costuradas. As funções FilhoEsquerda() e FilhoDireita() são modificadas, conforme mostrado em seguida.

/****

 *

 * FilhoEsquerda() 

 *

 * Cria o filho da esquerda para o nó apontado por p de uma arvore binária 

 * costurada em in-ordem com o conteúdo item.

 *

 ****/

void FilhoEsquerda(tArvore p, tDado item)

{

   tArvore q;

   ASSEGURA(p, "Erro: Insercao invalida.");

   ASSEGURA(!p->esquerda, "Erro: Insercao invalida.");

   q = malloc(sizeof(tNo));

   q->dado = item;

   p->esquerda = q;

   q->costura = SIM;

   q->direita = p;

   q->esquerda = NULL;

}

/****

 *

 * FilhoDireita() 

 *

 * Cria o filho da direita para o nó apontado por p de uma arvore binária 

 * costurada em in-ordem com o conteúdo item.

 *

 ****/

void FilhoDireita(tArvore p, tDado item)

{

   tArvore q, r;

   ASSEGURA(p, "Erro: Insercao invalida.");

   ASSEGURA(!p->direita || p->costura == SIM, "Erro: Insercao invalida.");

   q = malloc(sizeof(tNo));

   q->dado = item;

   r = p->direita; /* guarda o sucessor in-ordem de p */

   p->direita = q;

   p->costura = NAO;

   q->esquerda = NULL;

   if (!r)

      q->costura = NAO;

   else 

      q->costura = SIM;

   q->direita = r;

}

A função InOrdem() a seguir implementa o caminhamento em in-ordem para uma árvore costurada in-ordem  à direita.

/****

 *

 * InOrdem() 

 *

 * Caminhamento em in-ordem na arvore binária costurada in-ordem à direita, 

 * cuja raiz é apontada por arvore. 

 * op é a operação a ser efetuada sobre a informação contida em cada nó.

 *

 ****/

void InOrdem(tArvore arvore, tOperacao op)

{

   tArvore p,q;

   p = arvore;

   do { 

      q = NULL;

      while (p) {

         q = p;

         p = p->esquerda;

      }

      if (q) {

         op(q->dado);

         p = q->direita;

         while (q->costura == SIM) { 

            op(p->dado);

            q = p;

            p = q->direita;

         }

      }

   } while (q);

}

Se as implementações das funções PreOrdem() e PosOrdem() forem desejadas para o tipo de árvore costurada implementada aqui, deve-se tomar o cuidado de não seguir as costuras como se estas fossem ramificações normais. Isto é, deve-se colocar as instruções:

PreOrdem(arvore->direita,op);

e

PosOrdem(arvore->direita,op);

das funções PreOrdem() e PosOrdem() apresentadas anteriormente no corpo da instrução if:

if (arvore->costura == NAO)

Finalmente, podem ainda ser definidos outros tipos de costuras para os caminhamentos pré-ordem e pós-ordem. Para estudo  mais aprofundado sobre este assunto, aconselha-se consultar a bibliografia.

1.6 Representação de Árvores por Árvores Binárias

Ver-se-á  nesta seção que toda árvore pode ser representada como uma árvore binária. Este fato tem implicações importantes para a implementação de árvores. De fato, a implementação de árvores, cujos nós podem ter seus graus variando muito de um nó para outro, é feita utilizando-se nós (registros) de tamanhos variáveis ou utilizando-se nós de tamanhos fixos que contêm um número de campos de ponteiros igual ao grau da árvore (i.e., igual ao maior grau dentre todos os nós da árvore). Esta última forma de implementação dos nós de uma árvore gera um desperdício muito grande de memória, conforme vê-se em seguida. 

Suponha uma árvore de grau k com n nós de tamanho fixo, como o nó da figura abaixo:


Uma vez que cada ponteiro não-nulo aponta para um nó e exatamente um ponteiro aponta para cada um dos nós (exceto para a raiz), o número de ligações não-nulas numa árvore de n nós é exatamente n - 1. O número total de campos de ponteiros numa árvore de grau k é nk. Assim, o número de ponteiros nulos numa tal árvore é dado por:

nk - (n - 1) = n(k - 1) + 1
Uma conseqüência disso é que uma árvore de grau 3, por exemplo, possui mais de 2/3 (2/3 + 1/3n, exatamente) de seus campos de ligações nulos. A proporção de ligações nulas aproxima-se de 1 quando o grau da árvore cresce (demonstre isto). A vantagem de representarem-se árvores por árvores binárias é que, nestas últimas, apenas cerca de metade das ligações são nulas.

Considere a árvore da figura a seguir:


Numa árvore qualquer, cada nó tem no máximo um filho na extrema esquerda e no máximo um irmão mais próximo à direita. Na árvore da figura acima, o filho mais à esquerda do nó B é E e seu irmão mais próximo à direita  é o nó C. No método de transformação a ser utilizado, cada nó da árvore binária terá como filho à esquerda o filho mais à esquerda do nó correspondente na árvore sendo representada, e como filho à direita o irmão mais próximo à direita do nó correspondente na árvore original. Uma vez que, numa árvore não-ordenada, a ordem dos filhos não é importante, qualquer dos filhos de um nó poderia ser seu filho mais à esquerda e qualquer de seus irmãos poderia ser seu irmão mais próximo à direita. Apenas por uma questão de sistematização, os nós são escolhidos da forma em que eles são desenhados na árvore. 

Uma forma prática e totalmente equivalente ao que foi descrito acima de obter-se a representação de uma árvore por árvore binária é unir todos os irmãos de um nó e apagar todos os ponteiros de um nó para seus filhos, exceto aquele que o une a seu filho mais à esquerda. Utilizando este artifício para a árvore da figura anterior obtém-se a seguinte árvore binária:


A figura obtida pode não parecer muito com uma árvore binária, mas se os ramos horizontais da figura forem girados no sentido horário obtém-se:


Outros exemplos de transformação são vistos em seguida:






Note que as raízes das árvores binárias resultantes não possuem filhos à direita. Isto deve-se ao fato de a raiz da árvore transformada não possuir nenhum irmão. Este fato pode ser utilizado para transformarem-se florestas numa única árvore binária. Para isto, transforma-se inicialmente cada árvore da floresta em árvore binária e, depois, une-se estas árvores binárias por meio dos ponteiros direitos dos nós-raízes. Utilizando-se este método, a floresta:



resulta na árvore binária:


1.7. Aplicações de Árvores

Dentre as inúmeras aplicações de árvores, apenas duas serão vistas aqui: aplicações de árvores (1) em tomadas de decisão e (2) em jogos.

1.7.1 Árvores de Decisão

Uma aplicação prática de árvores é no processo de tomada de decisão. Como ilustração desse processo, considere o problema conhecido como problema das oito moedas. Dadas as moedas a, b, c, d, e, f, g, e h, sabe-se que uma delas é falsa e tem um peso diferente das demais. O objetivo é determinar qual das moedas é falsa, utilizando uma balança de braços iguais. Deseja-se fazer isto utilizando-se o menor número de comparações e, ao mesmo tempo, determinar se a moeda falsa é mais pesada ou mais leve que as demais. A árvore da figura a seguir representa um conjunto de decisões pelas quais pode-se obter a resposta do problema. Por isso, tal árvore é denominada de árvore de decisão. A utilização de letras maiúsculas P ou L significa que a moeda falsa é mais pesada ou mais leve que as demais.


Observe que se a + b + c < d + e + f, então sabe-se que a moeda falsa está presente entre estas seis moedas e não é g nem h. Suponha que, na próxima medida, encontra-se que a + d < b + e, e, depois, trocando-se b por d, não se obtém nenhuma mudança na desigualdade. Isto significa duas coisas: (1) que nem c nem f é falsa e (2) que nem b nem d é falsa. Se a + d fosse igual a b + e, então ou c ou f seria a moeda falsa. Sabendo neste ponto que a ou e é a moeda falsa, compara-se a com uma moeda boa (por exemplo, b). Se   a = b, então e é mais pesada; caso contrário, a deve ser mais leve que as demais moedas.

Observando-se atentamente esta árvore da última figura, vê-se que todas as possibilidades são cobertas, uma vez que há 8 moedas que podem ser mais leves ou mais pesadas, e há 16 nós terminais. Cada caminho requer exatamente 3 comparações. Visualizar este problema como uma árvore de decisão é muito útil, mas esta árvore não fornece imediatamente um algoritmo. Para resolver o problema das oito moedas com um programa, deve-se escrever uma série de testes que espelhem a estrutura da árvore. O programa em C a seguir reflete a solução do problema das oito moedas de acordo com a árvore de decisão apresentada aqui. A função Compare() é utilizada para executar a última comparação da série.

#include <stdio.h>

typedef enum {A, B, C, D, E, F, G, H} tMoeda;

/****

 *

 * Compara() 

 *

 * Compara x com a moeda padrão z e imprime o resultado da comparação. 

 *

 ****/

void Compara(tMoeda x, tMoeda y, tMoeda z, unsigned *p)

{

   if (p[x] > p[z])

      printf("\nA moeda %c e' mais pesada.", 'A' + x); 

   else
      printf("\nA moeda %c e' mais leve.", 'A' + y); 

}

int main(void)

{

   unsigned pesos[8];

   tMoeda M;

   printf("Problema das Oito Moedas\n");

   printf("======== === ==== ======\n\n");

   for (M = A; M <= H; ++M) {

      printf("\nPeso da moeda %c: ", 'A' + M);

      scanf("%d", &pesos[M]);  

   }
   if (pesos[A] + pesos[B] + pesos[C] == pesos[D] + pesos[E] + pesos[F])

      if (pesos[G] > pesos[H])

         Compara(G, H, A, pesos);

      else
         Compara(H, G, A, pesos);

   else if (pesos[A] + pesos[B] + pesos[C] > pesos[D] + pesos[E] + pesos[F])

      if (pesos[A] + pesos[D] == pesos[B] + pesos[E])

         Compara(C, F, A, pesos);

      else if (pesos[A] + pesos[D] > pesos[B] + pesos[E])

         Compara(A, E, B, pesos);

      else
         Compara(B, D, A, pesos);

   else if (pesos[A] + pesos[B] + pesos[C] < pesos[D] + pesos[E] + pesos[F])

      if (pesos[A] + pesos[D] == pesos[B] + pesos[E])

         Compara(F, C, A, pesos);

      else if (pesos[A] + pesos[D] > pesos[B] + pesos[E])

         Compara(D, B, A, pesos);

      else
         Compara(E, A, B, pesos);

   return 0;

}
1.7.2 Árvores de Jogos

A aplicação de árvores a jogos por computador será ilustrado aqui apresentando-se um programa em C para determinar a melhor jogada no conhecido jogo-da-velha a partir de uma dada situação (riscado) no tabuleiro.

Suponha que exista uma função, denominada Avalia(), que recebe como argumentos uma posição do tabuleiro e uma indicação de um jogador (X ou O) e retorna um valor que representa a qualidade da posição para este jogador (quanto maior for o valor retornado por Avalia(), melhor será a posição). Uma posição vencedora resulta no maior valor possível e uma posição perdedora resulta no menor valor possível. Um exemplo de tal função de avaliação para o jogo-da-velha é o número de linhas, colunas e diagonais que podem ser preenchidas por um jogador menos o número destas que podem ser preenchidas por seu oponente. Esta função não examina adiante para considerar quaisquer possíveis posições que possam resultar a partir da posição corrente; i.e., ela simplesmente avalia uma posição estática do tabuleiro. 

Dada uma posição do tabuleiro, a próxima melhor jogada pode ser determinada considerando todos as possíveis jogadas e posições resultantes. A jogada que resulta na situação do tabuleiro com a maior avaliação deverá ser selecionada. Entretanto, tal análise não resulta necessariamente na melhor jogada, como pode ser visto na figura seguinte. Esta figura ilustra uma posição e os cinco possíveis jogadas que o jogador  X pode fazer a partir desta posição. A aplicação da função de avaliação descrita acima para as cinco posições resulta nos valores mostrados na parte inferior da figura. Quatro jogadas resultam no mesmo valor máximo (2), embora três destas jogadas sejam claramente inferiores à quarta. (A quarta jogada resulta numa vitória certa para X, enquanto as outras três podem ser ganhas por O.) De fato, a jogada que resulta na menor avaliação é tão boa ou melhor do que as jogadas que resultam numa avaliação mais alta. Portanto, a avaliação estática sugerida não é suficientemente boa para prever o resultado do jogo. 

Embora uma função de avaliação possa ser facilmente produzida para esse jogo
, muitos jogos (e.g., xadrez)  são tão complexos que é praticamente impossível encontrar funções de avaliação estáticas que determinem a melhor resposta.



Suponha agora que seja possível visualizar várias jogadas adiante. Ver-se-á que, neste caso, a escolha de uma jogada pode ser melhorada consideravelmente. Agora, define-se o nível de visualização adiante como o número de futuras jogadas a serem consideradas (não confunda com o número de possíveis situações do tabuleiro). Assim, começando em qualquer posição, é possível construir uma árvore das possíveis posições do tabuleiro que podem resultar de cada jogada. Tal árvore é denominada de uma árvore de jogo. A árvore de jogo para a posição de abertura do jogo da velha com um nível de visualização adiante igual a 3 (profundidade da árvore do jogo)  é mostrada na figura a seguir
.  


O jogador que deve jogar na posição do jogo representada na raiz será designado por MAX e seu oponente por MIN
. O objetivo aqui é tentar encontrar a melhor jogada para MAX a partir da raiz da árvore de jogo. Os nós podem ser designados como nós MAX ou nós MIN, dependendo de qual jogador jogará a partir deste nó. Por isso, cada nó da última figura é marcado como MAX ou MIN.

Suponha que as posições de todos os filhos de um nó MAX tenham sido avaliadas para o jogador MAX. Então, claramente, MAX deve escolher a jogada que resulte na maior avaliação. Assim, o valor de um nó MAX para o jogador MAX é o maior valor dentre os valores de seus filhos. Por outro lado, uma vez que MAX tenha jogado, MIN dever escolher a jogada que resulte na avaliação mínima para o jogador MAX. Assim, o valor de um nó MIN para o jogador MAX é o menor valor apresentado por seus filhos. 

Portanto, para decidir a melhor jogada para o jogador MAX a partir da raiz, as posições das folhas devem ser avaliadas para o jogador MAX utilizando uma função de avaliação estática. Estes valores são então movidos para cima, em direção à raiz, atribuindo a cada nó MAX o valor máximo de seus filhos e para cada nó MIN o mínimo dos valores de seus nós filhos, supondo que MIN escolher  a jogada que é a pior para MAX. O valor atribuído para cada nó da última figura por este processo está indicado imediatamente abaixo do nó. A jogada que MAX deve selecionar, dada a posição do tabuleiro no nó-raiz, é aquela que possui o valor máximo. Assim, a jogada de abertura para X deve ser o quadrado do meio, como ilustrado na figura anterior. A figura a seguir ilustra a determinação da melhor réplica de O. Note que as designações MAX e MIN dependem de qual jogada está sendo planejada. Assim, na figura anterior, X é designado por MAX, enquanto que, na figura a seguir, O é designado por MAX. Este método é denominado de método minimax porque, quando a árvore é explorada, máximos e mínimos são aplicados alternadamente em cada nível da árvore. 


A melhor jogada para um jogador a partir de uma dada posição pode ser determinada construindo-se primeiro a árvore do jogo e aplicando-se, em seguida, uma função de avaliação estática para as folhas
. Estes valores são então movidos em direção à raiz da árvore aplicando-se mínimos e máximos aos nós MAX e MIN, respectivamente. 

Na implementação da árvore de jogo, cada nó da árvore deve incluir uma representação do tabuleiro e uma forma de indicar se cada nó  é MAX ou MIN. Assim, o tipo de nó da árvore pode ser declarado como:

typedef enum {VAZIO = ' ', O = 'O', X = 'X'} tConteudo;

typedef enum {MIN, MAX} tTipoDeNo;

typedef  struct  no {

       
tConteudo
tabuleiro[3][3];

       
tTipoDeNo
tipoDeNo;

       
struct  no  *filhoEsquerda;

       
struct  no  *proximoIrmao;

} tNo, *tArvore;
O campo tabuleiro representa o próprio tabuleiro de jogo e os possíveis valores para cada um dos componentes do arranjo são obviamente VAZIO, O ou X, enquanto que o campo tipoDeNo representa o tipo de nó; os valores possíveis deste campo são, conforme foi convencionado acima, MAX ou MIN. Finalmente, os campos filhoEsquerda e proximoIrmao são ponteiros para o filho mais à esquerda do nó e seu irmão mais próximo à direita, respectivamente. 

A função MelhorJogada(), apresentada a seguir, estima a melhor jogada a ser feita a seguir.

/****

 *

 * MelhorJogada(): Estima a melhor jogada a ser feita a seguir 

 *

 * Argumentos: tab (entrada) - tabuleiro que representa a raiz da árvore de jogo 

 *                              atual
 *             profundidade (entrada) – a profundidade da árvore de jogo

 *             jogador (entrada) – o jogador da vez

 *             novoTab (saída) - tabuleiro original alterado para conter a melhor
 *                                jogada

 *

 ****/

void MelhorJogada( tConteudo tab[][3], unsigned profundidade, tConteudo jogador,

                   tConteudo novoTab[][3] )

{

   tArvore  arvore, melhorLance;

   unsigned i, j;

   int      valor;

   
/* Constrói a árvore do jogo com a profundidade */

      /* dada tendo tab como conteúdo da raiz.        */

   arvore = ConstroiArvore(tab, profundidade);

   
/* Procura a melhor jogada na árvore recém criada. 


*/

      /* A variável melhorLance apontará para o nó correspondente 
*/

      /* ao melhor lance e a variável valor conterá o valor da jogada.  */

   ProcuraMelhorLance(arvore, jogador, &melhorLance, &valor);

   for (i = 0; i < 3; ++i)

      for (j = 0; j < 3; ++j)

         novoTab[i][j] = melhorLance->tabuleiro[i][j];

   
/* A árvore não é mais necessária neste ponto. Portanto, */

      /* é necessário liberar o espaço ocupado pela mesma para */

      /* evitar desperdício de memória. 



   */

   DestroiArvore(arvore);
}

A função MelhorJogada(), apresentada acima, utiliza a função DestroiArvore() que libera o espaço ocupado pela árvore de jogo quando não mais precisa dela. A implementação desta função é deixada como exercício.

A função ConstroiArvore(), apresentada a seguir, retorna um ponteiro para uma árvore de jogo que tem na raiz o tabuleiro passado como argumento. Esta função também recebe a profundidade da árvore como argumento.

/****

 *

 * ConstroiArvore(): Retorna um ponteiro para uma árvore de jogo 

 *

 * Argumentos: tab (entrada) - tabuleiro que representa a raiz da árvore 
 *             profundidade (entrada) – a profundidade da árvore

 *

 * Retorno: ponteiro para a raiz da árvore criada

 *

 ****/

tArvore ConstroiArvore(tConteudo tab[][3], unsigned profundidade)

{

   tArvore  arvore;

   unsigned i, j;

   arvore = malloc(sizeof(tNo)); /* Cria a raiz */

   
/* Atualiza conteúdo do tabuleiro da raiz */

   for (i = 0; i < 3; ++i)

      for (j = 0; j < 3; ++j)

         arvore->tabuleiro[i][j] = tab[i][j];
   arvore->tipoDeNo = MAX; /* A raiz é um nó MAX */

   arvore->filhoEsquerda = NULL; /* A raiz ainda não tem nenhum filho */

   arvore->proximoIrmao = NULL; /* A raiz não tem irmãos */

   Expande(arvore, 1, profundidade); /* Expande a raiz da árvore (nível = 1) */

   return arvore;
}
A função Expande(), apresentada a seguir, expande o nó recebido como argumento no nível dado até a profundidade desejada.

/****

 *

 * Expande(): Expande um nó da árvore de jogo, gerando todas as posições

 * 

  que podem ser obtidas a partir do tabuleiro do nó recebido

 *

  como argumento. Os nós gerados tornam-se filhos do nó

 *

  recebido como argumento. Então, esta função é chamada

 *

  recursivamente usando os nós gerados como argumentos até

 *

  que a profundidade desejada seja atingida.

 *

 * Argumentos: p (entrada/saída) - ponteiro para o nó a ser expandido
 *             nivel (entrada) – nível do nó 

 *             profundidade (entrada) – profundidade da expansão

 *

 ****/

void Expande(tArvore p, unsigned nivel, unsigned profundidade)

{

   tArvore filhos;

   if (nivel <= profundidade) { /* Não expande a árvore além da profundidade */

      filhos = GeraFilhos(p->tabuleiro); /* Gera os filhos do nó dado */

      p->filhoEsquerda = filhos; /* O filho da esquerda é o primeiro da lista */

      
/* Atualiza os tipos dos nós dos filhos e os expande se necessário */

      while (filhos) {

         if (p->tipoDeNo == MAX)    /* Se o nó sendo expandido for MAX,... */

            filhos->tipoDeNo = MIN; /* ... seus filhos serão MIN. */

         else
            filhos->tipoDeNo = MAX; /* Caso contrário, eles serão MAX. */

         
/* Talvez, não haja mais expansão. Neste caso, */

            /* os nós recém gerados serão folhas.          */

         filhos->filhoEsquerda = NULL;

         
/* Expande os filhos. O nível é acrescido de 1, */

            /* pois desceu-se mais um nível na árvore       */

         Expande(filhos, nivel + 1, profundidade);

         filhos = filhos->proximoIrmao;  /* Passa-se para o próximo filho */
      }

   }
}

A função GeraFilhos(), apresentada a seguir, recebe uma posição do tabuleiro como entrada e retorna um ponteiro para uma lista de nós contendo as posições de tabuleiro que podem ser obtidas a partir do tabuleiro recebido como argumento.

/****

 *

 * GeraFilhos(): Retorna um ponteiro para uma lista de nós que são filhos do 

 *               nó cujo tabuleiro é passado como argumento.

 *

 * Argumentos: tab (entrada) – tabuleiro do qual serão gerados os nós
 *  

 * Retorno: ponteiro para a lista de nós gerados

 *

 ****/

tArvore GeraFilhos(tConteudo tab[][3])

{

   tArvore   listaDeNos = NULL;

   tConteudo quemJoga;

   unsigned  i, j, nOs = 0, nXs = 0;

          /* É preciso determinar primeiro de quem é a jogada */

   for (i = 0; i < 3; ++i)

      for (j = 0; j < 3; ++j)

         if (tab [i][j] == X)

            nXs++;
         else if (tab [i][j] == O)

            nOs++;
   
/* Como X começa o jogo, o número de Os é sempre menor ou igual   */

      /* ao número de Xs. Quando o número de Os é menor do que o número */

      /* de Xs, é a vez de O jogar. Caso contrário, é a vez de X jogar. */

   quemJoga = (nOs < nXs) ? O : X;

   for (i = 0; i < 3; ++i)

      for (j = 0; j < 3; ++j)

         if (tab [i][j] == VAZIO)

            listaDeNos = AcrescentaNaLista(&listaDeNos, tab, i, j, quemJoga);
   return listaDeNos;
}

A função AcrescentaNaLista(), acrescenta um nó no início da lista de tabuleiros recebida como entrada. O conteúdo do tabuleiro é dado pelos argumentos restantes. 

/****

 *

 * AcrescentaNaLista(): Acrescenta um nó à lista de nós recebida como argumento 
 *                      e retorna um ponteiro para a lista acrescida 

 *

 * Argumentos: lista (entrada/saída) – ponteiro para início da lista de nós
 *             tab (entrada) – tabuleiro antes da jogada

 *             linha, coluna (entrada) – a linha e a coluna onde será feita a

 *                                       jogada

 *             jogada (entrada) – a jogada a ser feita (X ou O)

 *

 * Retorno: ponteiro para a lista acrescida do nó resultante da jogada

 *

 ****/

tArvore AcrescentaNaLista( tArvore *lista, tConteudo tab[][3], 

                            unsigned linha, unsigned coluna, tConteudo jogada )

{

   tArvore   aux;

   unsigned  i, j;

   aux = malloc(sizeof(tNo));

              /* Copia conteúdo corrente do tabuleiro para o novo nó */

   for (i = 0; i < 3; ++i)

      for (j = 0; j < 3; ++j)

         aux->tabuleiro[i][j] = tab[i][j];

   aux->tabuleiro[linha][coluna] = jogada; /* Acrescenta nova jogada */

   aux->proximoIrmao = *lista; /* Novo nó é acrescentado no início da lista */

   aux->filhoEsquerda = NULL; /* Novo ainda nó não tem filhos */

   *lista = aux; /* Lista agora aponta para novo nó */

   return aux; /* Retorna um ponteiro para o início da lista */

}

A função ProcuraMelhorLance(), procura a melhor jogada na árvore cuja raiz é recebida como argumento.

/****

 *

 * ProcuraMelhorLance(): Procura a melhor jogada na árvore cuja raiz é 

 *                       recebida como argumento 

 *

 * Argumentos: arvore (entrada) – ponteiro para a árvore de jogo
 *             jogador (entrada) – o jogador (X ou O) que tem a vez

 *             melhor (saída) – ponteiro para o nó que representa a melhor jogada

 *             valor (saída) – o valor do melhor nó

 *

 ****/

void ProcuraMelhorLance(tArvore arvore, tConteudo jogador, tArvore *melhor, 

                         int *valor)

{

   tArvore  p, melhor2;

   int      valor2;

   if (!arvore->filhoEsquerda) {  /* Nó terminal */

      *valor = Avalia(arvore->tabuleiro,jogador); /* Avalia nó estaticamente */

      *melhor = arvore;

   } else { /* Procura melhor lance entre os filhos do no */

      p = arvore->filhoEsquerda; /* Começa com o filho mais à esquerda */

      ProcuraMelhorLance(p, jogador, melhor, valor);

      *melhor = p;  /* Este é o melhor lance até aqui */

         /* Para calcular o valor mínimo de um nó MIN, será utilizado o fato: */

         /* min(x, y) = -max(-x, -y). Por isso, quando o valor de um nó MIN é */

         /* encontrado, ele tem seu sinal invertido. Depois, encontra-se o    */

         /* maior destes valores e inverte-se o sinal deste maior valor.      */

      if (arvore->tipoDeNo == MIN)

         *valor = -*valor;

      p = p->proximoIrmao;

      while (p) { /* Procura melhor lance dentre os nós restantes */

         ProcuraMelhorLance(p, jogador, &melhor2, &valor2);

         if (arvore->tipoDeNo == MIN)

            valor2 = -valor2;   /* Ver comentário sobre cálculo de mínimos */

         if (valor2 > *valor) { /* Se o valor recém encontrado for 
   */

            *valor = valor2;
  /* maior do que o último valor,    
   */

            *melhor = p;
  /* este nó torna-se o melhor.

   */

         }

         p = p->proximoIrmao;

      }

      if (arvore->tipoDeNo == MIN)

         *valor = -*valor;  /* Ver comentário acima sobre cálculo de mínimos */

   }

}
A função Avalia(), apresentada a seguir, avalia estaticamente a posição do tabuleiro para o dado jogador.

/****

 *

 * Avalia(): Avalia estaticamente a posição do tabuleiro para o dado jogador.

 *

 O resultado da avaliação é o número de linhas, colunas e

 *

 diagonais que podem ser preenchidas pelo jogador menos o número

 *

 destas que podem ser preenchidas por seu oponente.  

 *

 * Argumentos: tab (entrada) - o tabuleiro que será avaliado

 *             jogador (entrada) - o jogador que tem a vez

 *

 * Retorno: o valor da avaliação

 *

 ****/

int Avalia(tConteudo tab[][3], tConteudo jogador)

{

   unsigned  i, j;

   tConteudo oponente; /* O oponente do jogador */

   int       valor = 0, /* Número de linhas, colunas e diagonais */

   



/* que o jogador pode preencher          */

   

 valorOponente = 0;  /* Idem para seu oponente */

             /* Verifica quantas linhas o jogador pode preencher */

   for (i = 0; i < 3; ++i)

      if ( ((tab[i][0] == jogador) || (tab[i][0] == VAZIO)) &&

           ((tab[i][1] == jogador) || (tab[i][1] == VAZIO)) &&

           ((tab[i][2] == jogador) || (tab[i][2] == VAZIO)) )

         valor++;

             /* Verifica quantas colunas o jogador pode preencher */

   for (j = 0; j < 3; ++j)

      if ( ((tab[0][j] == jogador) || (tab[0][j] == VAZIO)) &&

           ((tab[1][j] == jogador) || (tab[1][j] == VAZIO)) &&

           ((tab[2][j] == jogador) || (tab[2][j] == VAZIO)) )

         valor++;

             /* Verifica quantas diagonais o jogador pode preencher */

   if ( ((tab[0][0] == jogador) || (tab[0][0] == VAZIO)) &&

        ((tab[1][1] == jogador) || (tab[1][1] == VAZIO)) &&

        ((tab[2][2] == jogador) || (tab[2][2] == VAZIO)) )

      valor++;

   if ( ((tab[0][2] == jogador) || (tab[0][2] == VAZIO)) &&

        ((tab[1][1] == jogador) || (tab[1][1] == VAZIO)) &&

        ((tab[2][0] == jogador) || (tab[2][0] == VAZIO)) )

      valor++;

   oponente = (jogador == X) ? O : X;

             /* Verifica quantas linhas o oponente pode preencher */

   for (i = 0; i < 3; ++i)

      if ( ((tab[i][0] == oponente) || (tab[i][0] == VAZIO)) &&

           ((tab[i][1] == oponente) || (tab[i][1] == VAZIO)) &&

           ((tab[i][2] == oponente) || (tab[i][2] == VAZIO)) )

         valorOponente++;

             /* Verifica quantas colunas o oponente pode preencher */

   for (j = 0; j < 3; ++j)

      if ( ((tab[0][j] == oponente) || (tab[0][j] == VAZIO)) &&

           ((tab[1][j] == oponente) || (tab[1][j] == VAZIO)) &&

           ((tab[2][j] == oponente) || (tab[2][j] == VAZIO)) )

         valorOponente++;

             /* Verifica quantas diagonais o oponente pode preencher */

   if ( ((tab[0][0] == oponente) || (tab[0][0] == VAZIO)) &&

        ((tab[1][1] == oponente) || (tab[1][1] == VAZIO)) &&

        ((tab[2][2] == oponente) || (tab[2][2] == VAZIO)) )

      valorOponente++;

   if ( ((tab[0][2] == oponente) || (tab[0][2] == VAZIO)) &&

        ((tab[1][1] == oponente) || (tab[1][1] == VAZIO)) &&

        ((tab[2][0] == oponente) || (tab[2][0] == VAZIO)) )

      valorOponente++;

   return (valor - valorOponente);

}
Exercícios: Para completar o jogo, faça o seguinte:

1. Escreva uma função que faça uma apresentação do jogo para o usuário, informando como ele deve introduzir dados (i.e., suas jogadas) para o programa. [Protótipo: void Apresentacao(void).]

2. Escreva uma função que inicializa com VAZIO todas as posições de um tabuleiro. [Protótipo:                    void InicializaTabuleiro(tConteudo tabuleiro[][3]).]

3. Escreva uma função que pergunta ao usuário se ele deseja ser X ou O e, então, recebe e valida a opção introduzida pelo mesmo. (O jogador X sempre começa.) [Protótipo: int EscolheOpcao(void).]

4. Escreva uma função que apresenta a situação corrente do jogo. [Protótipo: void ApresentaJogo(tConteudo  tabuleiro[][3]).]

5. Escreva uma função que verifica se jogo está encerrado. [Protótipo: unsigned JogoTerminado(tConteudo  tabuleiro[][3]).]

6. Escreva uma função que recebe uma jogada do usuário. (Sugestão: solicite ao usuário para informar um valor entre 1 e 9, representando um quadrado vazio do tabuleiro (numerado de 1 a 9) e, então, traduza esta escolha para uma posição do tabuleiro.) [Protótipo: void EscolheJogada(tConteudo  tabuleiro[][3], tConteudo  jogador).]

7. Escreva uma função que retorna 1 se o jogador passado como argumento é vencedor da partida e 0 em caso contrário. [Protótipo: unsigned EhVencedor(tConteudo tabuleiro[][3], tConteudo jogador).]

8. Escreva uma função main() que faça o seguinte:

8.1 Declare uma variável representando um tabuleiro de jogo-da-velha.

8.2 Declare duas variáveis representando os dois jogadores (i.e., o computador e o usuário).

8.3 Apresente o jogo para o usuário.

8.4 Inicialize o tabuleiro do jogo.

8.5 Permita que o usuário escolha que jogador (X ou O) ele deseja ser.

8.6 Se o computador começar o jogo (i.e., se ele for X), escolhe a jogada inicial usando o método    minimax apresentado.

8.7 Enquanto o jogo não tiver terminado faça o seguinte:


8.7.1 Apresente a situação corrente do jogo.


8.7.2 Solicite e receba a jogada do usuário.


8.7.3 Se o usuário não ganhar o jogo no último lance, faça a melhor jogada usando minimax

8.8 Verifique quem venceu o jogo (ou se foi empate) e apresente o resultado para o usuário.

9. Finalmente, crie um arquivo contendo as funções apresentadas aqui e aquelas que você criou seguindo as sugestões acima, compile e teste o programa resultante.
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� Alguns autores consideram o nível da raiz como sendo 0.


� Construir esta representação usando um editor de texto é trivial. Simplesmente, usa-se tabulação para representar o nível de cada nó, considerando a raiz como nível 0. Assim, considerando a árvore do exemplo, o nó A não terá tabulação; os nós B, C e D terão uma tabulação; os nós E, F, G, H, I e J terão duas tabulações, e assim por diante.


� Não confunda árvore binária repleta com árvore binária completa. Alguns autores consideram a definição de árvore completa como sendo a vista aqui para árvore repleta, mas aqui faz-se uma clara distinção entre estes dois tipos. Note que toda árvore repleta é uma árvore completa, mas a recíproca não é verdadeira.


� No caso do jogo-da-velha, isto é possível mesmo que seja na força bruta; i.e., listando todas as situações e respostas apropriadas. É fácil verificar que, sem levar em consideração a simetria de muitos jogos, existem 9! (= 362.880) jogos possíveis. 


� Na realidade, existem outras posições mas, devido a considerações de simetria, estas são efetivamente as mesmas que as posições apresentadas.


� Mais adiante, você entenderá a razão desta denominação.


� Estas folhas, na realidade, não são nós terminais da árvore de jogo completa (i.e., elas não posições finais do tabuleiro). Estas folhas são nós terminais da árvore de jogo construída até a profundidade desejada.






