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Unidade II

Busca de Dados

2.1 Introdução

Em programação, busca refere-se a atividade de tentar encontrar alguma informação numa massa de dados a partir de dados incompletos relacionados com a informação procurada. Por exemplo, tentar encontrar os dados completos de um contribuinte de imposto de renda a partir de seu CPF é uma atividade de busca. 

Definições fundamentais:

· Registro é uma coleção de dados agrupados numa unidade. Exemplo: registro de aluno de uma universidade.

· Arquivo ou tabela é uma coleção de registros. Exemplo: arquivo de todos os alunos de uma universidade.

· Chave: parte de um registro utilizado numa operação de busca. Exemplo: matrícula de aluno.

· Chave interna (embutida ou incorporada): faz parte do próprio registro. Exemplo: matrícula de aluno.

· Chave externa: não faz parte do registro a que se refere. Exemplo: num arquivo armazenado num arranjo unidimensional, o índice associado a cada elemento (registro) do arranjo é uma chave externa.

· Chave primária: é única para um conjunto de registros. Exemplo: matrícula de aluno.

· Chave secundária: não é única para um conjunto de registros. Exemplo: nacionalidade

· Algoritmo de busca: 

· Tenta encontrar um registro num arquivo cuja chave coincida com o valor recebido como entrada. 

· Tipicamente, um algoritmo de busca não retorna todo o registro encontrado, mas apenas um ponteiro para o mesmo. 

· Quando nenhum registro que casa com a chave de busca é encontrado, o algoritmo de busca retorna um registro vazio ou, mais comumente, um ponteiro nulo. 

· Recuperação: busca bem sucedida (i.e., que encontra o registro procurado)

· Algoritmo de busca e inserção: insere um novo registro com a chave de busca usada, se não consegue fazer uma recuperação.

· Dicionário (ou tabela de busca): tabela (arquivo) na(o) qual é feita uma busca.

· Busca interna: arquivo de busca encontra-se totalmente em memória principal

· Busca externa: parte do arquivo de busca encontra-se num meio de armazenamento externo (e.g., HD)

· Organização de arquivo:

· Várias estruturas de dados podem ser usadas (e.g., arranjos, listas encadeadas, árvores)

· Freqüentemente, a organização depende da técnica de busca a ser usada.

2.2 Busca Seqüencial

2.2.1 Introdução

Busca seqüencial ou linear:

· Forma mais simples de busca

· Aplica-se a dados estruturados de modo linear (e.g., usando arranjos e listas encadeadas)

· Cada registro é examinado a partir do início da tabela e sua chave é comparada à chave de busca

· A busca continua até que seja encontrado um registro cuja chave casa com a chave de busca ou até atingir o final da tabela de busca

· É a única forma de encontrar algum registro numa lista onde os registros são organizados aleatoriamente

Suponha a existência dos seguintes arranjos:

· chaves[n]: um arranjo de n chaves, indexado de 0 a n – 1 

· registros[n]: um arranjo de registros, do tipo tRegistro, associado ao arranjo chaves[n], tal que chaves[i] é a chave de chaves[i].

A função a seguir retorna o menor índice do registro que cuja chave casa com a chave de busca (i.e., o primeiro registro encontrado); se tal registro não for encontrado a função retorna -1:

/****

 *

 * EncontraIndice(): retorna o menor índice do registro que cuja chave casa com a 

 *                 chave de busca 

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             chaves[] (entrada) – arranjo contendo as chaves

 *             nReg (entrada) – o número de registros

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for 

 *          encontrado

 *

 ****/

int EncontraIndice(unsigned chave, const unsigned chaves[], unsigned nReg)

{

    unsigned i;

    for (i = 0; i < nReg; ++i)

        if (chaves[i] == chave)

            return i;

    return –1;

}

A função EncontraIndice() pode ser facilmente alterada para transformá-la numa função que faz busca e inserção (ao invés de simplesmente busca). Mas, agora, é necessário acrescentar à lista de argumentos o arranjo de registros e um argumento que informe o tamanho deste arranjo
:

/****

 *

 * BuscaEInsere(): retorna o menor índice do registro que cuja chave casa com a 

 *                 chave de busca; se o registro não for encontrado e houver 

 *                 espaço, insere-o.

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             chaves[] (entrada) – arranjo contendo as chaves

 *             nReg (entrada/saída) – ponteiro para o número de registros

 *             registros[] (entrada/saída) – arranjo contendo os registros

 *             tamanho (entrada) – tamanho dos arranjos chaves[] e registros[]

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for 

 *          encontrado e não houver espaço para inserção 

 *

 ****/

int BuscaEInsere( unsigned chave, unsigned chaves[],unsigned *nReg, 

                  tRegistro registros[], unsigned tamanho )

{

    unsigned i;

    for (i = 0; i < *nReg; ++i)

        if (chaves[i] == chave) /* O registro foi encontrado */

            return i;


/* Neste ponto, sabe-se que o registro não foi encontrado */

    if (*nReg < tamanho) { /* Há espaço para inserção */

        chaves[*nReg] = chave; /* Insere a chave */

        RecebeRegistro(&registros[*nReg]); /* Insere novo registro */

        return (*nReg)++; /* Retorna número de registros incrementado */

    }

    return –1; /* Registro nem foi encontrado nem pode ser inserido */

}

A função RecebeRegistro() chamada por BuscaEInsere() é responsável pela criação e atribuição do novo registro ao elemento do arranjo apropriado. Por exemplo, esta função pode solicitar os dados ao usuário e, então, atribuir os valores recebidos no elemento do arranjo.

Utilizar uma lista encadeada para armazenar registros tem como grande vantagem a economia de espaço. 

Suponha as seguintes declarações de tipos, onde tRegistro é um tipo previamente definido pelo programador, tNo é o tipo de cada nó da lista (tabela) e tTabela é o tipo de um ponteiro para um nó da lista:

typedef  struct  no {

       
tRegistro 
registro;

       
struct  no
*proximo;

} tNo, *tTabela;

A função a seguir é semelhante à função anterior, mas utiliza uma lista encadeada para armazenar os registros
. 

/****

 *

 * BuscaEInsere2(): retorna um ponteiro para o primeiro registro que cuja chave 

 *                 casa com a chave de busca; se o registro não for encontrado, 

 *                 insere-o.

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             chaves[] (entrada) – arranjo contendo as chaves

 *             nReg (entrada/saída) – ponteiro para o número de registros

 *             registros[] (entrada/saída) – arranjo contendo os registros

 *             tamanho (entrada) – tamanho dos arranjos chaves[] e registros[]

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for 

 *          encontrado e não houver espaço para inserção 

 *

 ****/

tRegistro *BuscaEInsere2( unsigned chave, unsigned chaves[], tTabela *tabela,

                          unsigned tamanho )

{

    unsigned i;

    tNo      *p, *q, *r = NULL;

    for (p = *tabela, i = 0; p; ++i, p = p->proximo) {

        q = p; /* Ao final q apontará para o antecessor de p */

        if (chaves[i] == chave)

            return &p->registro; /* Retorna o endereço do registro encontrado */

    }

    if (i < tamanho) { /* Dá para inserir */

        chaves[i] = chave;

        r = malloc(sizeof(tNo));

        RecebeRegistro(r->registro);

        r->proximo = NULL;

        if (!*tabela) /* Primeiro registro é especial */

            *tabela = r;

        else
            q->proximo = r;

    }

    return r ? &r->registro : NULL; 

}

Remoção de nós

· Arranjo: Implementada substituindo-se o registro a ser eliminado pelo último registro do arranjo e decrementando-se o tamanho da tabela (este método não se aplica se o arranjo estiver ordenado)

· Lista encadeada: remoção é mais simples.

2.2.2 Busca Seqüencial em Tabela Ordenada

A eficiência de uma busca seqüencial pode ser melhorada colocando-se os registros com mais probabilidade de serem acessados (i.e., aqueles com maior freqüência de acesso) no início da tabela

Métodos de busca:

· Movimentação para o início

· Sempre que uma pesquisa obtiver êxito, o registro recuperado é movido para o início da tabela

· Eficiente apenas se a tabela for implementada em forma de lista encadeada

· Transposição

· Quando um registro é recuperado, ele é trocado pelo seu antecessor

Justificativa:

· Os métodos baseiam-se na expectativa que um registro recuperado será provavelmente recuperado novamente

· Assim, colocando tais registros na frente da lista, as recuperações subseqüentes  serão mais rápidas

· Raciocínio do método de mover para afrente: como o registro será recuperado novamente, ele deve ser colocado na melhor posição da tabela para que isto aconteça (i.e., a frente da tabela)

· Raciocínio do método de transposição: uma única recuperação não implica que o registro será recuperado com freqüência; se o registro for movido para a frente apenas uma posição de cada vez, garante-se que ele estará na frente apenas se ele realmente tiver alta freqüência de busca

Resultados:

· O método de transposição é mais eficiente para um grande número buscas e quando os registros são mais ou menos eqüiprováveis (i.e., se eles têm aproximadamente a mesma freqüência de acesso)

· O método de mover para afrente é mais eficiente para um número de buscas entre pequeno e médio e quando os registros não são tão eqüiprováveis

· Na pior situação, o método de mover para afrente é mais eficiente do que o método de transposição; por isso, ele é o preferido na maioria das situações que requer busca seqüencial

· Vantagem do método de transposição: pode ser aplicado eficientemente sobre arranjos e listas encadeadas

A função BuscaComTransposição(), apresentada a seguir, faz uma busca seqüencial com transposição conforme descrito acima. Entretanto, diferentemente das funções anteriores, agora supõe-se que a chave é do tipo tChave e é interna (i.e., faz  parte de cada registro). A função TestaChave() (não apresentada aqui) compara a chave de busca com a chave de cada registro e retorna 1 se estas casam e 0 em caso contrário. 

/****

 *

 * BuscaComTransposicao(): retorna um ponteiro para o primeiro registro que cuja 

 *                         chave casa com a chave de busca; se este for 

 *                         encontrado, troca-o de posição com seu antecessor

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             tabela (entrada/saída) – ponteiro para a lista de registros

 *

 * Retorno: ponteiro para o primeiro registro encontrado; NULL, se nenhum registro 

 *          for encontrado

 *

 ****/

tRegistro *BuscaComTransposicao( tChave chave, tTabela *tabela )

{

    tabela    p, q = NULL, r = NULL;

    for (p = *tabela; p && !TestaChave(chave, p->registro.chave); p = p->proximo){

        r = q;

        q = p;

    }

    if (!p) {

        return NULL; /* Registro não foi encontrado */

    }

        /* Neste ponto, q aponta para o antecessor imediato */

        /* de p e r aponta para o antecessor imediato de q  */

    if (!q) /* Registro já é o primeiro da lista */

        return &p->registro; /* Não é necessária a transposição */

    q->proximo = p->proximo;

    p->proximo = q;

    if (!r) /* Registro encontrado passa a ser o primeiro da lista */

        *tabela = p;

    else

        r->proximo = p;

    return &p->registro; 

}

Tabela Ordenada:

· Se a tabela estiver ordenada, podem-se usar técnicas para aumentar a eficiência da busca

· Para determinar se uma chave existe numa tabela desordenada, são necessárias n comparações

· Se a tabela estiver ordenada, são necessárias apenas n/2 comparações em média (isso ocorre porque, se for achada uma chave maior do que a procurada, esta estará ausente)

2.2.3 Busca Seqüencial Indexada

Busca seqüencial indexada:

· Usa uma tabela auxiliar (índices) contendo pares (chave, índice)

· Elementos devem ser ordenados pela chave na tabela de índices e na tabela de busca

· Se a tabela de busca for n vezes maior do que a tabela de índices, os elementos de ordem n, 2n, 3n, etc. da tabela de busca terão uma entrada na tabela de índices

Suponha a existência dos seguintes arranjos:

· indices[nIndices]: um arranjo de nIndices pares do tipo:

typedef  struct  {

       
unsigned 
chave;

       
unsigned 
indice;

} tIndiceChave;

· tabela[nRegistros]: um arranjo de nRegistros registros do tipo tRegistro definido como:

typedef  struct  {

       
unsigned 
chave;

       
...
/* Outros campos do registro */

} tRegistro;

A função a seguir retorna o índice de um registro cuja chave casa com a chave de busca (i.e., o primeiro registro encontrado); se tal registro não for encontrado a função retorna -1:

/****

 *

 * EncontraIndice2(): retorna o índice de um registro que cuja chave casa com a 

 *                    chave de busca usando busca seqüencial indexada

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             indices[] (entrada) – arranjo contendo pares de chaves e índices

 *             nIndices (entrada) – número de elementos do arranjo indices[]

 *             tabela[] (entrada) – arranjo de registros (tabela)

 *             nReg (entrada) – o número de registros na tabela

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for 

 *          encontrado

 *

 ****/

int EncontraIndice2( unsigned chave, const tIndiceChave indices[], 

                     unsigned nIndices, const tRegistro tabela[], unsigned nReg )

{

    unsigned i, j, inferior, superior;

    for (i = 0; i < nIndices && indices[i].chave <= chave; ++i)

        ;

    inferior = (i == 0) ? 0 : indices[i-1].indice;

    superior = (i == nIndices) ? nReg - 1 : indices[i].indice - 1;

    for (j = inferior; j <= superior && tabela[j].chave != chave; ++j)

        ;

    return (j > superior) ? –1 : j;

}

Observações:

· Quando há vários registros com a mesma chave, a função de busca seqüencial indexada não retorna necessariamente o índice do primeiro desses registros na tabela

· Vantagem da busca seqüencial indexada: o tempo de busca é consideravelmente reduzido, pois são feitas duas buscas sobre tabelas menores do que a tabela de busca original

· O método pode ser usado também quando a tabela é representada em forma de lista encadeada; neste caso, inserções e remoções podem ser feitas com mais facilidade (rapidez)

· Causas de ineficiência: 

· a tabela de índices é grande demais para reduzir a busca

· a tabela de índices é pequena demais, de modo que as chaves adjacentes são muito distantes

· Solução para ineficiências: usar uma tabela de índices secundária, onde os índices desta tabela apontam para uma entrada na tabela de índices primária 

Remoção de registros:

· Mais eficiente se os registros a serem removidos forem marcados como tal

· Registros marcados são considerados ausentes

· Mesmo que a chave de um registro marcado esteja na tabela de índices, não é necessária nenhuma alteração nesta tabela

Inserção de registros:

· Complicada quando não há espaço entre dois registros já existentes, pois pode requerer deslocamento de grande parte dos registros da tabela

· Mais simples se houver um item próximo que esteja marcado como removido

· Pode requerer alteração da tabela de índices se um registro deslocado tiver entrada nesta tabela

2.3 Busca Binária

Busca binária:

· Aplica-se apenas a tabelas de busca ordenadas em ordem crescente ou decrescente

· Semelhante a uma busca numa lista telefônica em ordem alfabética: procura-se o nome desejado no meio da lista; se o nome procurado estiver na página central, a busca encerra-se; se o nome procurado estiver além daqueles encontrados na página central, reduz-se a busca à metade final do dicionário; se o nome procurado estiver abaixo daqueles encontrados na página central, reduz-se a busca à metade inicial do dicionário; então, se for o caso, o procedimento é repetido para a metade inicial ou final da lista.

· Algoritmo: 

1. Compare a chave de busca com a chave do registro no meio da tabela

2. Se as chaves forem iguais, a busca é encerrada com sucesso

3. Se a chave de busca for maior do que a chave do registro, execute a busca na segunda metade da tabela.

4. Se a chave de busca for menor do que a chave do registro, execute a busca na primeira metade da tabela.

5. Se as chaves forem diferentes e a tabela contiver apenas um elemento, a busca é encerrada sem sucesso

· Observe que o algoritmo é recursivo e que, em cada busca recursiva, o tamanho da tabela de busca é reduzido à metade.

· A denominação busca binária vem do fato de, antes de prosseguir, a tabela de busca ser dividida em duas partes iguais.

Considerando as mesmas definições apresentadas na Seção 2.2.1, a busca binária pode ser implementada pelas funções a seguir:

/****

 *

 * EncontraIndiceB(): retorna o menor índice do registro que cuja chave casa com a 

 *                 chave de busca usando busca binária

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             chaves[] (entrada) – arranjo contendo as chaves

 *             nReg (entrada) – o número de registros

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for 

 *          encontrado

 *

 ****/

int EncontraIndiceB(unsigned chave, const unsigned chaves[], unsigned nReg)

{

    return BuscaBinaria(chave, chaves, 0, nReg - 1);

}

/****

 *

 * BuscaBinaria(): retorna o menor índice do registro que cuja chave casa com a 

 *                 chave de busca usando busca binária (versão recursiva)

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             chaves[] (entrada) – arranjo contendo as chaves

 *             limiteInf (entrada) – limite inferior da busca

 *             limiteSup (entrada) – limite superior da busca

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for 

 *          encontrado

 *

 ****/

int BuscaBinaria( unsigned chave, const unsigned chaves[], 

                  unsigned limiteInf, unsigned limiteSup )

{

    unsigned metade = (limiteInf + limiteSup)/2;

    if (limiteInf > limiteSup)

        return –1;

    if (chaves[metade] == chave)

        return metade;

    if (chave < chaves[metade])

        return BuscaBinaria(chave, chaves, limiteInf, metade - 1);

    else
        return BuscaBinaria(chave, chaves, metade + 1, limiteSup);

}

A busca binária pode ser facilmente implementada de modo não-recursivo (mais eficiente):

/****

 *

 * EncontraIndiceB2(): retorna o menor índice do registro que cuja chave casa com 

 *                     a chave de busca usando busca binária (versão não-

 *                     recursiva)

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             chaves[] (entrada) – arranjo contendo as chaves

 *             nReg (entrada) – o número de registros

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for 

 *          encontrado

 *

 ****/

int EncontraIndiceB2(unsigned chave, const unsigned chaves[], unsigned nReg)

{

    unsigned limiteInf, limiteSup, metade;

    limiteInf = 0;

    limiteSup = nReg - 1;

    while (limiteInf <= limiteSup) {

        metade = (limiteInf + limiteSup)/2;

        if (chaves[metade] == chave)

            return metade;

        if (chave  < chaves[metade])

            limiteSup = metade - 1;

        else

            limiteInf = metade + 1;

    }

    return –1;

}

2.4 Busca por Interpolação

Busca por interpolação:

· Aplica-se apenas a tabelas de busca ordenadas em ordem crescente ou decrescente

· Eficiente quando as chaves são uniformemente distrituídas

· Semelhante à busca binária (i. e., a busca é realizada entre dois limites – inf e sup)

· Diferentemente da busca binária, não divide a tabela em duas metades iguais

· O meio (i.e., o local onde se espera encontrar a chave) é calculado como:


· Como na busca binária, se chave < chave(meio), redefine-se sup com meio - 1 e,  se          chave > chave(meio), redefine-se inf com meio + 1; o processo é repetido até que a chave seja encontrada ou inf > sup
Desvantagens:

· Se as chaves não forem uniformemente distribuídas, a busca por interpolação será ineficiente

· Os piores casos são quando a metade é próxima de inf ou sup

· Na prática, as chaves freqüentemente não são uniformemente distribuídas (e.g., num catálogo telefônico, há mais nomes começando com S do que com X)

· A busca por interpolação envolve operações aritméticas sobre chaves, multiplicações e divisões, enquanto que a busca binária envolve apenas operações aritméticas bem mais simples; portanto, a busca por interpolação pode ser mais lenta mesmo quando envolve menos comparações do que a busca binária

2.5 Árvores de Busca

Árvores de busca: 

· As chaves são armazenadas em árvore binária

· A busca envolve um caminhamento na árvore

Armazenamento das chaves:

· A primeira chave é colocada na raiz

· Se a próxima chave for menor do que a chave na raiz e a sub-árvore esquerda estiver vazia, a nova chave é colocada nesta posição; se a sub-árvore esquerda não estiver vazia, repete-se o procedimento a partir da raiz da sub-árvore esquerda

· Se a próxima chave for maior do que ou igual a chave na raiz e a sub-árvore direita estiver vazia, a nova chave é colocada nesta posição; se a sub-árvore direita não estiver vazia, repete-se o procedimento a partir da raiz da sub-árvore direita

A função CriaArvoreDeBusca() recebe um arranjo de chaves e armazena as chaves numa árvore binária de busca segundo o algoritmo delineado acima:

Suponha a existência da seguinte declaração de tipos
:

typedef  struct  {

       
unsigned    chave;

       
unsigned    indice;

} tDado;

typedef  struct  no {

       
struct  no  *esquerda;

       
tDado       dado;

       
struct  no  *direita;

} tNo, *tArvore;

/****

 *

 * CriaArvoreDeBusca(): Cria uma árvore binária de busca 

 *

 * Argumentos: chaves[] (entrada) – arranjo contendo as chaves

 *             nChaves (entrada) – o número de chaves

 *

 * Retorno: ponteiro para a raiz da árvore

 *

 ****/

tArvore CriaArvoreDeBusca(const unsigned chaves[], unsigned nChaves)

{

    unsigned i;

    tArvore  arvore, p, q;

    tDado    item;

    item.chave = chaves[0];

    item.indice = 0;

    arvore = ConstroiArvore(item);

    for (i = 1; i < nChaves; ++i) {

        p = q = arvore;

        while (chaves[i] != p->dado.chave && q) {

            p = q;

            if (chaves[i] < p->dado.chave)

                q = p->esquerda;

            else

                q = p->direita;

        }

        item.chave = chaves[i];

        item.indice = i;

        if (chaves[i] < p->dado.chave)

            FilhoEsquerda(p, item);

        else

            FilhoDireita(p, item);

    }

    return arvore;

}

Exemplo:

· O arranjo de chaves:


· Seria representado pela árvore:


Busca na árvore:

· A função EncontraIndiceA() implementa a busca em árvore delineada no algoritmo acima.

/****

 *

 * EncontraIndiceAB(): retorna o índice do registro que cuja chave casa com a 

 *                     chave de busca usando árvore de busca 

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             arvore (entrada) – ponteiro para a raiz árvore contendo as chaves

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for 

 *          encontrado

 *

 ****/

int EncontraIndiceAB(unsigned chave, tArvore p)

{

    while (p && chave != p->dado.chave)

        p = (chave < p->dado.chave) ? p->esquerda : p->direita;

    return p ? p->dado.indice : -1;

}

Observações:

· O caminhamento em in-ordem resulta na visitação em ordem crescente das chaves

· A eficiência da busca pode ser melhorada usando um nó sentinela:

· Cada ponteiro nulo (esquerda e direita) da árvore passa a apontar para este nó

· Quando a busca é executada, a chave é colocada no sentinela, assegurando que ela será encontrada

· O índice do nó sentinela é estabelecido como sendo -1

· O teste do while pode ser escrito apenas como: chave != arvore->dado.chave, economizando assim uma operação a cada passagem do laço

· A busca binária (v. Seção 2.3) usa um arranjo classificado como uma árvore binária implícita:

· O elemento do meio do arranjo pode ser visto como a raiz desta árvore

· Os elementos da metade inferior do arranjo formam a sub-árvore esquerda da árvore

· Os elementos da metade superior do arranjo formam a sub-árvore direita da árvore

· Um arranjo de chaves classificado em ordem crescente pode ser produzido caminhando na árvore em in-ordem e inserindo as chaves seqüencialmente no arranjo à medida que os nós são visitados

· Mas, existem várias árvores binárias de busca que correspondem a um mesmo arranjo ordenado:

· Usar a estratégia de busca binária descrita acima produz uma árvore relativamente balanceada como mostra a figura a seguir:


· Usar o primeiro elemento do arranjo como raiz da árvore e os elementos subseqüentes como filhos direitos produz uma árvore muito desbalanceada, como mostra a figura a seguir:
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Vantagens do uso de árvores de busca com relação ao uso de arranjos:

· Operações de busca, inserção e remoção de chaves são mais eficientes

· Inserção e remoção de chaves em arranjos envolve movimento de elementos do mesmo

· Inserção e remoção de chaves em árvores de busca envolve apenas a alteração de ponteiros

2.5.1 Inserção de Nós

A função BuscaEInsere3(), apresentada a seguir, faz uma busca numa árvore de busca e insere um novo nó na árvore se a busca não obtiver êxito.

/****

 *

 * BuscaEInsereAB(): retorna o menor índice do registro que cuja chave casa com a 

 *                  chave de busca; se o registro não for encontrado e houver 

 *                  espaço, insere-o.

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             arvore (entrada) – ponteiro para a raiz árvore contendo as chaves

 *             nReg (entrada/saída) – ponteiro para o número de registros

 *             registros[] (entrada/saída) – arranjo contendo os registros

 *             tamanho (entrada) – tamanho do arranjo registros[]

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for 

 *          encontrado e não houver espaço para inserção 

 *

 ****/

int BuscaEInsereAB( unsigned chave, tArvore *arvore, unsigned *nReg, 

                    tRegistro registros[], unsigned tamanho )

{

    tArvore  p, q, r;

    tDado    item;

    p = *arvore;

    q = NULL;

    while (p) {

        if (chave == p->dado.chave) /* A chave foi encontrada */

            return p->dado.indice;

        q = p;

        if (chave < p->dado.chave)

            p = p->esquerda;

        else

            p = p->direita;

    }


/* Neste ponto, sabe-se que o registro não foi encontrado */

    if (*nReg < tamanho) { /* Há espaço para inserção */

        item.chave = chave;

        item.indice = *nReg;

        r = ConstroiArvore(item); /* Constrói novo nó */

        if (!q)

           *arvore = r;

        else if (chave < p->dado.chave)

           q->esquerda = r;

        else

           q->direita = r;

        RecebeRegistro(&registros[*nReg]); /* Insere novo registro */

        return (*nReg)++; /* Retorna número de registros incrementado */

    }

    return –1; /* Registro nem foi encontrado nem pode ser inserido */

}

2.5.2 Remoção de Nós

Para remover um nó de uma árvore binária de busca devem-se considerar três casos:

Caso 1: o nó a ser removido não possui filhos. Neste caso, ele pode ser eliminado sem outros ajustes na árvore, conforme mostra a figura a seguir:


Caso 2: o nó a ser removido possui apenas um filho. Neste caso, o único filho é movido para cima para ocupar o lugar do nó removido, conforme mostra a figura a seguir:


Caso 3: o nó a ser removido possui dois filhos. Neste caso, o sucessor in-ordem deve ocupar o lugar do nó removido. Este sucessor não pode ter filho à esquerda (por que?). Assim, o filho direito deste sucessor pode ser movido para cima para ocupar o lugar do próprio sucessor. Este caso é ilustrado na figura a seguir:


A função RemoveAB(), apresentada a seguir, remove um nó de uma árvore binária de busca levando estes três caso em consideração.

/****

 * RemoveAB(): remove da árvore de busca um nó contendo a chave recebida como

 *             argumento; o respectivo registro também é removido da tabela

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             arvore (entrada/saída) - ponteiro para a árvore contendo as chaves

 *             nReg (entrada/saída) - ponteiro para o número de registros

 *             registros[] (entrada/saída) - arranjo contendo os registros

 *

 * Retorno: 1 se a chave for encontrada e houver a remoção; 0, em caso contrário

 ****/

int RemoveAB( unsigned chave, tArvore *arvore, tRegistro registros[], 

              unsigned *nReg)

{

    tArvore p, q, r, s, pai;

    p = *arvore; 
/* p apontará para o nó contendo a chave procurada */

    q = NULL;
/* q apontará para o pai de p */

    while (p && chave != p->dado.chave) {

        q = p;

        p = (chave < p->dado.chave) ? p->esquerda : p->direita;

    }

    if (!p)  
/* A chave não foi encontrada */

    
return 0;
/* Não ocorreu remoção */

    /* Faz r apontar para o nó que substituirá p */

    if (!p->esquerda) /* O nó a ser eliminado tem no máximo um filho */

    
r = p->direita;

    else if (!p->direita) /* O nó a ser eliminado tem no máximo um filho */

    
r = p->esquerda;

    else {  /* p tem dois filhos. Neste caso, faz-se r apontar para o */

    


/* sucessor in-ordem de p e pai apontar para o pai de r   */

    
pai = p;

      r = p->direita;

      s = r->esquerda; /* s é sempre o filho à esquerda de r */

      while (s) {

         pai = r;

         r = s;

         s = r->esquerda;

      }

      
/* Neste ponto, sabe-se que r é o sucessor in-ordem de p */

      if (pai != p) {  /* p não é o pai de r e r é igual a pai-> esquerda */

         pai->esquerda = r->direita;



/* Remove r de sua posição atual e o substitui pelo */

            /* filho direito de r; r ocupará o lugar de p       */

         r->direita = p->direita;

      }

      
/* Faz o nó apontado por r ocupar o lugar do nó apontado por p */

      r->esquerda = p->esquerda;

    }

    if (!q) /* O nó removido era a raiz */

       *arvore = r;

    else
    
 (p == q->esquerda) ? (q->esquerda = r) : (q->direita = r);

    
    /* Remove o registro da tabela. */

         /* Estamos supondo que a remoção do registro foi OK. */

         /* Mas, rigorosamente, isto não deveria ser feito.   */

    (void) RemoveDaTabela(registros, nReg, p->dado.indice);

    free(p); /* Libera o nó removido */

    return 1; /* A remoção foi bem sucedida */

}

A função RemoveAB(), apresentada acima, utiliza a função RemoveDaTabela() que remove da tabela o registro de índice especificado. A implementação desta função é relativamente fácil e é deixada como exercício.

2.6 Árvores Balanceadas (AVL)

Definições:

· Altura (profundidade) de uma árvore: nível máximo das folhas da árvore

· Por conveniência, a altura de uma árvore vazia é definida como sendo –1

· Árvore binária perfeitamente balanceada: os números de nós de quaisquer duas sub-árvores de um nó nunca diferem em mais de 1

· Árvore binária balanceada AVL: árvore binária na qual as alturas de quaisquer duas sub-árvores nunca diferem em mais de 1

· AVL: homenagem a Adelson-Velskii e Landis que demonstraram várias propriedades interessantes dessas árvores
· Note que toda árvore perfeitamente balanceada também é uma árvore AVL, mas a recíproca não é verdadeira; i.e., a árvore perfeitamente balanceada tem critério de balanceamento mais rígido do que árvores AVL
· Exemplo: a árvore binária a seguir é AVL, mas não é perfeitamente balanceada:

· Balanceamento de um nó: a altura de sua sub-árvore esquerda menos a altura de sua sub-árvore direita

· Conclusão: cada nó de uma árvore AVL tem balanceamento -1, 0 ou 1, conforme sua sub-árvore esquerda tem altura menor, igual ou maior do que a altura de sua sub-árvore direita

Exemplo: a figura a seguir representa uma árvore AVL (o número no interior de cada nó é o balanceamento do nó)

· Se todas as chaves tiverem a mesma probabilidade de serem pesquisadas, a busca numa árvore binária balanceada será mais eficiente do que numa árvore binária não-balanceada

· Conforme foi visto, o grau de balanceamento depende da ordem na qual a chave é inserida na árvore

· A função que faz busca e inserção apresentada na seção anterior, quanto aplicada a uma árvore balanceada, não garante que a árvore permanecerá balanceada

· Restabelecer o balanceamento de uma árvore perfeitamente balanceada após inserção ou remoção de um nó não é trivial, mas, no caso de árvores AVL, essa tarefa é relativamente fácil
A figura a seguir ilustra todas as inserções possíveis que podem ser feitas na árvore da figura anterior: 

· Cada inserção que resulta numa árvore balanceada é rotulada com B e cada inserção que resulta numa árvore não-balanceada é rotulada com N1, N2, ..., N12 

· Note que a árvore torna-se desbalanceada apenas quando o nó é inserido na sub-árvore esquerda de um nó que tinha balanceamento igual a 1 (inserções N1 a N8) ou quando o nó é inserido na sub-árvore direita de um nó que tinha balanceamento igual a -1 (inserções N9 a N12)

· Os nós rotulados com 1-4, 5-8 e 9-12 são os nós mais profundos que se tornam desbalanceados em conseqüência das respectivas inserções (e.g., o nó rotulado 1-4 é o primeiro nó de baixo para cima a tornar-se desbalanceado em conseqüência da inserção de qualquer dos nós N1, N2, N3 ou N4)


Desbalanceamento:

· Suponha que A seja o primeiro nó (de baixo para cima) que se torna desbalanceado após uma inserção e que o balanceamento deste nó seja igual a 1 antes da inserção; i.e., A é o ancestral mais jovem do nó recém-inserido que se torna desbalanceado

· Como este nó tem balanceamento igual a 1, ele tem uma sub-árvore esquerda que não pode ser nula; seja B a denominação da raiz desta sub-árvore

· Como, por hipótese, A é o primeiro nó a se tornar desbalanceado, B tinha balanceamento igual a 0 antes da inserção (por que?)

· Assim, antes da inserção, o nó B deve ter tido sub-árvores esquerda e direita de alturas iguais (i.e., se estas alturas são iguais a n, a altura da sub-ávore com raiz B é n+1)

· Como o balanceamento de A era 1 antes da inserção, a sub-árvore direita de A também tinha altura igual a n

· Casos a considerar:

· O nó recém-inserido é colocado na sub-árvore esquerda de B, alterando seu balanceamento para 1 e o balanceamento de A para 2 (Figura a seguir à esquerda)

· O nó recém-inserido é colocado na sub-árvore direita de B, alterando seu balanceamento para -1 e o balanceamento de A para 2 (Figura a seguir à direita)

· Para manter uma árvore balanceada após uma inserção é necessário transformar a árvore de tal modo que:

· O caminhamento em in-ordem na árvore resultante seja igual ao da árvore original (i.e., a árvore resultante deve continuar sendo uma árvore de busca)

· A árvore resultante fique balanceada



Rotações:


Rotação direita:

· A raiz ocupa o lugar do filho direito

· O filho direito do filho esquerdo da raiz torna-se o filho esquerdo da raiz

· O filho esquerdo da raiz ocupa o lugar da raiz

Rotação esquerda:

· A raiz ocupa o lugar do filho esquerdo

· O filho esquerdo do filho direito da raiz torna-se o filho direito da raiz

· O filho direito da raiz ocupa o lugar da raiz

Observações:

· A ordenação dos nós em caminhamento in-ordem é preservada quando se faz uma rotação esquerda ou direita numa árvore de busca

· Pode-se fazer qualquer número de rotações esquerdas ou direitas para obter uma árvore balanceada a partir de uma árvore desbalanceada

A função RotacaoEsquerda(), apresentada a seguir, implementa a operação de rotação esquerda de uma árvore binária.

/****

 *

 * RotacaoEsquerda(): implementa rotação esquerda da árvore recebida como 

 *                    argumento

 *

 * Argumentos: arvore (entrada/saída) - ponteiro para a árvore que sofrerá

 *             



     rotação esquerda

 *

 * Retorno: Nada

 *

 ****/

void RotacaoEsquerda( tArvore *arvore )

{

    tArvore aux;

    aux = (*arvore)->direita; 

    (*arvore)->direita = aux->esquerda; 

    aux->esquerda = *arvore;

    *arvore = aux;

}

A função RotacaoDireita(), apresentada a seguir, implementa a operação de rotação direita de uma árvore binária.

/****

 *

 * RotacaoDireita(): implementa rotação direita da árvore recebida como 

 *                    argumento

 *

 * Argumentos: arvore (entrada/saída) - ponteiro para a árvore que sofrerá

 *             



     rotação direita

 *

 * Retorno: Nada

 *

 ****/

void RotacaoDireita( tArvore *arvore )

{

    tArvore aux;

    aux = (*arvore)->esquerda;

    (*arvore)->esquerda = aux->direita;

    aux->direita = *arvore;

    *arvore = aux;

}

Considere o exemplo de inserção visto anteriormente e apresentado novamente na porção esquerda da figura à seguir; na porção direita desta figura está a rotação direita da árvore original; note que esta nova árvore é balanceada e que ela possui o mesmo caminhamento in-ordem da árvore original


· Note que as alturas da árvore original e da árvore resultante das operações de inserção e rotação são as mesmas (i.e., n+2); logo, os ancestrais de A estarão balanceados após estas operações

· Considere o segundo caso de inserção visto anteriormente e apresentado novamente na porção esquerda da figura à seguir

· Seja C o filho direito de B; existem três casos a considerar:

· O nó recém-inserido pode ser C (neste caso n = 0)

· O nó recém-inserido pode estar na sub-árvore esquerda (caso ilustrado na figura)

· O nó recém-inserido pode estar na sub-árvore direita

· A porção direita da figura mostra uma rotação esquerda da sub-árvore com raiz B seguida de uma  rotação direita da árvore com raiz A; note que esta nova árvore é balanceada e que ela possui o mesmo caminhamento in-ordem da árvore original


· Novamente, note que as alturas da árvore original e da árvore resultante das operações de inserção e rotação são as mesmas (i.e., n+2); logo, os ancestrais de A estarão balanceados após estas operações

Busca e inserção:

· Para facilitar busca e inserção numa árvore AVL, um novo campo é adicionado na definição de tipo do nó da árvore

· Este novo campo armazena o valor do balanceamento do nó (-1, 0 ou 1)

A função BuscaEInsereAVL(), apresentada a seguir, faz uma busca numa árvore AVL e insere um novo nó na árvore se a busca não obtiver êxito.

/****

 *

 * BuscaEInsereAVL(): retorna o menor índice do registro que cuja chave casa com

 *                   a chave de busca; se o registro não for encontrado e houver

 *                   espaço, insere-o

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             arvore (entrada) - ponteiro para a raiz árvore contendo as chaves

 *             nReg (entrada/saída) - ponteiro para o número de registros

 *             registros[] (entrada/saída) - arranjo contendo os registros

 *             tamanho (entrada) - tamanho do arranjo registros[]

 *

 * Retorno: índice do primeiro registro encontrado; -1, se nenhum registro for

 *          encontrado e não houver espaço para inserção

 *

 ****/

int BuscaEInsereAVL( unsigned chave, tArvore *arvore, unsigned *nReg,

                     tRegistro registros[], unsigned tamanho )

{

    tArvore p, fp, ya, fya, q, s;

    int
desbalanceamento;

    tDado 
item;

    p = *arvore;

    fp = NULL; /* fp apontará para o pai de p */

    ya = p; /* ya apontará para o ancestral mais jovem que pode */

            /* se tornar desbalanceado */

    fya = NULL; /* fya irá apontar para o pai de ya */

    while (p) {

        if (chave == p->dado.chave) /* A chave foi encontrada */

            return p->dado.indice;  /* Nada mais a fazer */

        q = (chave < p->dado.chave) ? p->esquerda : p->direita;

        if (q)

            if (q->balanceamento) {

               fya = p;

               ya = q; /*  */

            }

        fp = p;

        p = q;

    }



/* Neste ponto, sabe-se que o registro não foi encontrado */

    if (*nReg < tamanho) { /* Há espaço para inserção */

        item.chave = chave;

        item.indice = *nReg;

        q = ConstroiArvore(item); /* Constrói novo nó */

        q->balanceamento = 0;   /* Novo nó é uma folha */

        
/* Insere novo nó na árvore; fp aponta   */

            /* para o nó aonde será feita a inserção */

        (chave < fp->dado.chave) ? (fp->esquerda = q): (fp->direita = q);

        

/* O nó foi inserido. Agora, é preciso ajustar todos */

        

/* os balanceamentos entre ya e q (sem incluí-los!)  */

        p = (chave < ya->dado.chave) ? ya->esquerda : ya->direita;

        s = p;  /* s apontará para o filho de ya na direção da inserção */

        while (p != q) { /* Desce até q ajustando os balanceamentos dos nós */

           
if (chave < p->dado.chave) {  /* Altura aumentou à esquerda */

           

p->balanceamento = 1; /* O balanceamento passa de 0 para 1 */

               p = p->esquerda;  /* Continua descendo à esquerda */

            } else {   /* Altura aumentou à direita */

               p->balanceamento = -1; /* O balanceamento passa de 0 para -1 */

               p = p->direita; /* Continua descendo à direita */

            }

        }

        
/* Calcula quanto variou o balanceamento: se o nó   */

            /* foi inserido à esquerda, a variação é igual a 1; */

            /* caso contrário, a variação é igual a 1           */

        desbalanceamento = (chave < ya->dado.chave) ? 1 : -1;

        
/* Se o nó que podia ser desbalanceado tinha balanceamento   */

            /* nulo, seu balanceamento passará a ser a variação de       */

            /* balanceamento e a árvore continuará continuará balanceada */

        if (!ya->balanceamento) {

           ya->balanceamento = desbalanceamento;

           return q->dado.indice; /* Árvore continua balanceada; nada a fazer */

        }

        
/* Se o nó que podia ser desbalanceado tinha balanceamento 1   */

            /* e a inserção foi feita à direita, seu balanceamento passa   */

            /* para 0 e a árvore continuará continuará balanceada; o mesmo */

            /* ocorre se o balanceamento deste nó era -1 e a inserção foi  */

            /* feita à esquerda. Portanto, após reajustar o balanceamento  */

            /* do nó, nada mais precisa ser feito.



    */

        if (ya->balanceamento != desbalanceamento) {

           ya->balanceamento = 0;

           return q->dado.indice; /* Árvore continua balanceada; nada a fazer */

        }

        
/* Seguem os casos não-triviais nos quais */

            /* a árvore torna-se desbalanceada.       */

            /* Neste ponto, q aponta para o nó recém-inserido; ya é o     */

            /* ancestral mais novo deste nó que pode ser desbalanceado    */

            /* fya é pai de ya e s é o filho de ya na direção da inserção */

        if (ya->balanceamento == desbalanceamento) {

        
 p = s;

          if (desbalanceamento == 1) /* Árvore pendia para a esquerda e a */

          
RotacaoDireita(&ya);     /* inserção foi no lado esquerdo     */

          else



 /* Árvore pendia para a direita e a */

            RotacaoEsquerda(&ya);
 /* inserção foi no lado direito     */

          
/* Em ambos os casos acima, os balanceamentos */

            /* de ya e de s tornam-se 0                   */

          ya->balanceamento = 0;

          s->balanceamento = 0;

        } else {

          if (desbalanceamento == 1) {

            p = s->direita;

          
RotacaoEsquerda(&s);

            ya->esquerda = p;

            RotacaoDireita(&ya);

          } else {

          
p = s->esquerda;

            ya->direita = p;

            RotacaoDireita(&s);

            RotacaoEsquerda(&ya);

          }

          
/* Falta reajustar os balanceamentos dos nós apontados por ya e s */

          if (!p->balanceamento) {

          
ya->balanceamento = 0;

            s->balanceamento = 0;

          } else if (p->balanceamento == desbalanceamento) {

            ya->balanceamento = -desbalanceamento;

            s->balanceamento = 0;

          } else {

          
ya->balanceamento = 0;

            s->balanceamento = desbalanceamento;

          }

          p->balanceamento = 0;

        }

        

/* */

        if (!fya)

        
  *arvore = p;

        else
           (ya == fya->direita) ? (fya->direita = p) : (fya->esquerda = p);

        RecebeRegistro(&registros[*nReg]); /* Insere novo registro */

        return (*nReg)++; /* Retorna número de registros incrementado */

    }

    return -1; /* Registro nem foi encontrado nem pode ser inserido */

}

Remoção de nós:

· O rebalanceamento de uma árvore AVL após a remoção de um nó é mais complicado do que após inserção

· Um algoritmo para inserção pode ser encontrado em Wirth, N., Algorithms + Data Structures = Programs 

Definições:

· Árvore balanceada pela altura: a altura é usadas como critério de balanceamento

· Árvore balanceada por peso:

· Peso: número de nós externos (ponteiros nulos) da árvore

· Se a razão do peso da sub-árvore esquerda para o peso da sub-árvore direita de cadas nó estiver entre r e 1 - r, diz-se que a árvore tem balanceamento pelo peso de razão r

· Árvore balanceada de Tarjan: para cada nó N, o comprimento do maior segmento a partir de N até um nó externo deve ser no máximo o dobro do menor segmento a partir de N até um nó externo

Em qualquer desses tipos de balanceamento, o balanceamento é restaurado, após inserções e remoções de nós, usando rotações

2.7 Busca Multidirecional

2.7.1 Introdução

Árvore de busca multidirecional de ordem n: 

· Definição: árvore na qual cada nó possui n ou menos filhos e um número de chaves armazenadas igual ao número de filhos menos um (e.g., se um nó tiver 3 filhos, ele terá 2 chaves)

· Se os m filhos de um nó forem representados por s0, s1, ..., sm-1 e suas chaves forem representadas por k0, k1, ..., km-2, em ordem crescente, então todas as chaves em s0 serão menores do que ou iguais a k0, todas as chaves em sj, 1 ( j ( m-2, serão maiores do que kj-1 e menores do que ou iguais a kj, e todas as chaves em sm-1 serão maiores do que km-2.

· O filho sj é chamado filho esquerdo da chave kj e filho direito da chave kj-1.

· Um nó pode ter um ou mais filhos vazios

Exemplo 1: árvore de busca multidirecional de ordem 4:


· Os nós A, D, E e G possuem o número máximo de filhos (4) e chaves (3) e, assim, são chamados nós completos 

· As setas representam filhos vazios dos respectivos nós

· Os nós B, C, F e H não são completos 

· Note que as chaves do nó B são todas menores do que a primeira chave de A e as chaves do nó E são todas maiores do que a última chave de A; a chave de C está entre a primeira e a segunda chave de A, e assim por diante.

Exemplo 2: árvore de busca multidirecional de cima para baixo:


· Árvore de busca multidirecional de cima para baixo: qualquer nó incompleto é uma folha

· Semifolha: nó com pelo menos um filho vazio;  os nós B a G e I a R são semifolhas

· Numa árvore de busca multidirecional de cima para baixo, todos as semifolhas são completas ou são folhas

Exemplo 3: árvore de busca multidirecional balanceada de ordem 3:


· Árvore de busca multidirecional balanceada: todas as semifolhas encontram-se no mesmo nível, o que implica em que todas as semifolhas são folhas

· Observação: uma árvore de busca binária é uma árvore de busca multidirecional de ordem dois, mas nem toda árvore de busca binária balanceada (AVL) é uma árvore multidirecional balanceada

2.7.2 Implementação de Árvores Multidirecionais

O tipo do nó da árvore multidirecional será definido utilizando três campos:

typedef  struct no {

       
unsigned 
  nFilhos;

       
tIndiceChave  chaves[N-1];

       
struct no*    filhos[N];

} tNo, *tArvoreM;

Onde:

· nFilhos: um inteiro positivo representando o número de filhos do nó (nFilhos ( N )

· chaves[]: um arranjo de N-1 elementos, onde N é o grau da árvore, contendo pares do tipo
:

typedef  struct  {

       
unsigned 
chave;

       
unsigned 
indice;

} tIndiceChave;

· filhos[]: um arranjo de N elementos, onde N é o grau da árvore, contendo ponteiros para os filhos do nó

A função ConstroiArvore(), apresentada a seguir, cria um nó de uma árvore multidimensional:

/****

 *

 * ConstroiNo(): Cria um nó de uma árvore multidirecional

 *

 * Argumentos: chaves[] (entrada) - arranjo contendo chaves e índices

 *             nChaves (entrada) - o número de chaves do nó

 *

 * Retorno: ponteiro para o nó recém-criado

 *

 ****/

tArvore ConstroiNo(const tIndiceChave chaves[], unsigned nChaves)

{

   tArvore  arvore;

   unsigned i;

   ASSEGURA(nChaves < N, "Chaves demais!");

   arvore = malloc(sizeof(tNo));

   ASSEGURA(arvore, "Nao foi possivel alocar um no.");

   arvore->nFilhos = nChaves + 1;

   for (i = 0; i < nChaves; ++i) {

   
arvore->chaves[i] = chaves[i];

   
arvore->filhos[i] = NULL;

   }

   arvore->filhos[nChaves] = NULL;  /* Faltava o último filho */

   return arvore;

}

2.7.3 Busca em Árvores Multidirecionais

Antes de implementar uma função para busca em árvores multidimensionais, é necessário implementar uma função que faz busca nos nós de uma árvore multidimensional. Isto é, é necessário ter uma função que, dado um nó no, retorna o menor inteiro i tal que chave ( no.chaves[i] (onde chave é a chave de busca) ou no.nFilhos-1 se tal i não for encontrado (i.e., se a chave de busca for maior do que qualquer chave no nó). A função BuscaEmNo(), apresentada a seguir faz exatamente isto.

/****

 *

 * BuscaEmNo(): Faz uma busca (seqüencial) dentro de um nó

 *

 * Argumentos: chave (entrada) – a chave de busca

 *             no (entrada) – ponteiro para o nó onde será feita a busca

 *

 * Retorno: o índice da chave dentro do nó se for encontrada uma chave menor

 *          do que ou igual à chave de busca; o número de chaves, se tal chave 

 *          não for encontrada

 *

 ****/

unsigned BuscaEmNo(unsigned chave, const tNo *no)

{

   unsigned i, nChaves = no->nFilhos -1;

   for (i = 0; i < nChaves; ++i) 

   
if (chave <= no->chaves[i].chave)

   
   return i;

   return nChaves;

}

A função BuscaMulti(), apresentada a seguir, faz uma busca numa árvore multidirecional e retorna o índice do registro associado à chave de busca, se esta for encontrada, ou -1, se a chave não for encontrada.

/****

 *

 * BuscaMulti(): Faz uma busca numa árvore multidimensional

 *

 * Argumentos: chave (entrada) – a chave de busca

 *             arvore (entrada) – ponteiro para a raiz da árvore onde será 

 *                                feita a busca

 * Retorno: índice do registro contendo a chave de busca; -1, se tal chave

 *          não for encontrada

 *

 ****/

int BuscaMulti(unsigned chave, tArvore arvore)

{

   unsigned i;

   if (!arvore) {

      return -1;

   }

   i = BuscaEmNo(chave, arvore);

   if ((i < arvore->nFilhos – 1) && (chave == arvore->chaves[i].chave)) 

   
return arvore->chaves[i].indice;

   return BuscaMulti(chave, arvore->filhos[i]);

}

Note que, depois de atribuir BuscaEmNo(chave, arvore) a i, testa-se se i < arvore->nFilhos – 1 antes de acessar arvore->chaves[i]; isto serve para evitar o uso de arvore->chaves[nFilhos–1], que não existe quando a chave é maior do que todas as chaves no nó apontado por arvore.

A função BuscaMulti2(), apresentada a seguir, é semelhante à função BuscaMulti() apresentada anteriormente, mas é implementada de modo não-recursivo.

/****

 *

 * BuscaMulti2():Faz uma busca numa árvore multidimensional (versão não-recursiva)

 *

 * Argumentos: chave (entrada) – a chave de busca

 *             arvore (entrada) – ponteiro para a raiz da árvore onde será 

 *                                feita a busca

 * Retorno: índice do registro contendo a chave de busca; -1, se tal chave

 *          não for encontrada

 *

 ****/

int BuscaMulti2(unsigned chave, tArvore arvore)

{

   unsigned i;

   while (arvore) { 

      i = BuscaEmNo(chave, arvore);

      if ((i < arvore->nFilhos – 1) && (chave == arvore->chaves[i].chave))

         return arvore->chaves[i].indice;

      arvore = arvore->filhos[i];

   }

   return -1;

}

Observações:

· Quando os nós não são completos, árvores de busca multidirecionais desperdiçam muito memória

· Árvores de busca multidirecionais são bastante usadas na prática, principalmente em armazenamento externo em dispositivo de acesso direto (e.g., HD)

· Como cada acesso a um nó da árvore requer uma operação de leitura no meio de armazenamento externo e estas operações são relativamente lentas, sistemas de armazenamento externo baseados em árvores de busca multidirecionais tentam maximizar o tamanho de cada nó (e.g., árvores multidimensionais de ordem 200 ou mais são comuns)

· Os registros podem ser armazenados juntamente com as chaves (i.e., cada registro é armazenado num nó da árvore) ou separadamente (i.e., cada chave é armazenada num nó juntamente com um ponteiro para o respectivo registro)

· Como o tamanho de um nó é afetado pela quantidade de dados lidos de cada vez no meio externo, uma árvore de ordem maior é obtida mantendo-se os registros fora dos nós; esta opção é compensadora mesmo que implique numa leitura adicional para acessar o registro após a localização de sua chave

· Quando uma árvore é mantida em meio de armazenamento externo, um ponteiro para um nó é o endereço no meio de armazenamento externo deste nó (i.e., o índice do registro, considerando o arquivo que contém a árvore como sendo um arranjo de registros de tamanho fixo)

Suponha que LeNo() é uma função que recebe como argumento a posição (índice) de um nó dentro de um arquivo, lê o registro (nó) no arquivo e coloca o conteúdo lido no endereço em memória especificado por seu segundo argumento. Esta função retorna 1, se bem sucedida e 0, em caso contrário. Assim, a função BuscaMulti3(), apresentada a seguir, faz uma busca numa árvore multidirecional armazenada externamente e retorna o índice do registro correspondente à chave de busca, se esta for encontrada, ou -1 se a chave não for encontrada.

/****

 *

 * BuscaMulti3(): Faz uma busca numa árvore multidimensional armazenada

 *                num meio de armazenamento externo

 *

 * Argumentos: arquivo (entrada) – o arquivo onde a árvore está armazenada

 *             chave (entrada) – a chave de busca

 *             pos (entrada) – posição no arquivo do nó onde será feita a busca

 *

 * Retorno: índice do registro no arquivo de registros se a chave for encontrada;

 *          -1, se a chave não for encontrada

 *

 ****/

int BuscaMulti3(const char *arquivo, unsigned chave, int pos)

{

   unsigned i;

   tNo      no;

   while (pos != -1) { /* -1 significa uma posição inválida */

      if (!LeNo(arquivo, pos, &no))

         return -1;
      i = BuscaEmNo(chave, &no);

      if ((i < no.nFilhos – 1) && (chave == no.chaves[i].chave))

         return no.chaves[i].indice;

      pos = no.filhos[i];

   }

   return -1;

}

A função LeNo() poderia ser implementada como a seguir:

/****

 *

 * LeNo(): Lê um nó de uma árvore multidimensional no arquivo especificado

 *

 * Argumentos: arquivo (entrada) – o arquivo onde será feita a leitura

 *             pos (entrada) – posição (índice) do nó dentro do arquivo

 *             *no (saída) – conteúdo do nó lido

 *

 * Retorno: 1 a operação foi bem sucedida; 0 em caso contrário

 *

 ****/

unsigned LeNo(const char *arquivo, unsigned pos, tNo *no)

{

   FILE  *stream;

   if (!(stream = fopen(arquivo, "rb")))

      return 0;
/* Nada mais pode ser feito */

   if (fseek(stream, sizeof(tNo)*pos, SEEK_SET))

   
return 0;

   fread(no, sizeof(tNo), 1, stream);

   fclose(stream);

   return 1;

}

2.7.4 Caminhamento em Árvores Multidirecionais

Caminhamento em árvores multidimensionais tem mesmo significado que caminhamento em árvores binárias: acessar todos os elementos de uma árvore numa dada seqüência.

A função Caminhamento(), apresentada a seguir, faz um caminhamento numa árvore de busca multidimensional e imprime todas as chaves da árvore em ordem crescente:

/****

 *

 * Caminhamento(): faz um caminhamento numa árvore de busca multidimensional 

 *                 e imprime todas as chaves da árvore em ordem crescente

 *

 * Argumentos: arvore (entrada) – ponteiro para a raiz da árvore

 *

 * Retorno: Nada

 *

 ****/

void Caminhamento(tArvore arvore)

{

   unsigned i;

   if (arvore) {

   
for (i = 0; i < arvore->nFilhos-1; ++i) {

         Caminhamento(arvore->filhos[i]);

         printf("%d\t", arvore->chaves[i].chave);

      }

   
Caminhamento(arvore->filhos[arvore->nFilhos-1]);

   }

}
2.7.5 Inserção em Árvores Multidirecionais

No algoritmo de busca e inserção a ser apresentado a seguir, será assumido que chaves duplicadas não são permitidas na árvore

Descrição do algoritmo para encontrar uma chave:

· Procura-se a chave de busca

· Se a chave for encontrada, retornam-se um ponteiro para o nó que contém a chave e a posição da chave dentro do nó

· Se a chave não for encontrada, retornam-se um ponteiro para a semifolha que conteria a chave caso ela estivesse presente na árvore  e a posição da menor chave dentro do nó que seja maior do que a chave de busca (i.e., na posição em a chave de busca estaria dentro do nó); se todas as chaves neste nó forem menores do que a chave de busca, esta posição será igual ao número de filhos menos 1

· Utiliza-se uma variável encontrado para indicar se a chave de busca foi encontrada (encontrado == 1) ou não (encontrado == 0)

Exemplo: Resultados da aplicação do algoritmo de busca e inserção:


A função  EncontraNo(), apresentada a seguir implementa o algoritmo descrito acima:

/****

 *

 * EncontraNo(): Procura uma chave na árvore e retorna um ponteiro para o

 *               nó que contém a chave, se esta for encontrada, ou conteria

 *               se esta não for encontrada

 *

 * Argumentos: arvore (entrada) - ponteiro para a árvore

 *             chave (entrada) - a chave de busca

 *             *posicao (saída) - conterá a posição da chave no nó

 *             *encontrado (saída) - informará se a chave foi encontrada ou não

 *

 * Retorno: ponteiro para o nó contendo a chave de busca, se esta for

 *          encontrada, ou onde ela estaria se esta não for encontrada 

 *

 ****/

tArvore EncontraNo( tArvore arvore, tChave chave, unsigned *posicao,

                    unsigned *encontrado )

{

   tArvore  p, q;

   unsigned i;

   p = arvore;

   q = NULL;

   while (p) {

      i = BuscaEmNo(chave, p);

   
q = p;

      if( (i < p->nFilhos - 1) && (chave == p->chaves[i].chave) ) {

         *encontrado = 1;

         *posicao = i;

         return p;

      }

      p = p->filhos[i];

   }

   *encontrado = 0;

   *posicao = i;

   return q;

}

A função  InsereEmFolha(), insere uma chave quando o nó retornado pela função EncontraNo(), apresentada anteriormente, for uma folha incompleta.

/****

 *

 * InsereEmFolha(): Insere uma chave num nó-folha incompleto especificado

 *

 * Argumentos: pNo (entrada/saída) - ponteiro para o nó onde será a inserção

 *             posicao (entrada) - posição da chave no arranjo de chaves do nó

 *             chaveEIndice (entrada) - a chave (e seu respectivo índice) que

 *                                      será inserida

 *

 * Retorno: Nada

 *

 ****/

void InsereEmFolha(tArvore pNo, unsigned posicao, tIndiceChave chaveEIndice)

{

   unsigned i, nF;

   ASSEGURA(pNo->nFilhos < GRAU, "Erro: O no' e' completo.");

   nF = pNo->nFilhos++;

   for (i = nF-1; i > posicao; --i)   /* Abre espaço para a nova chave */

   
pNo->chaves[i] = pNo->chaves[i-1];

   pNo->chaves[posicao] = chaveEIndice;

}

A figura a seguir ilustra a ação das funções EncontraNo() e InsereEmFolha() na inserção das chaves 102 e 148 do exemplo anterior:


Observe na função InsereEmFolha() que é desnecessário copiar os filhos das chaves sendo movidas porque, como o nó é uma folha, todos os seus filhos são nulos.

Quando o nó encontrado pela função EncontraNo() é completo, aloca-se um novo nó e torna-se este nó filho do nó retornado e na posição retornada por esta função.

A figura a seguir ilustra o resultado quando são inseridas as chaves 71 e 22 do exemplo apresentado acima:


A figura a seguir ilustra as inserções das chaves 86, 77, 87, 84, 85 e 73, nesta ordem:


A função BuscaEInsereM(), apresentada a seguir resume todo o algoritmo de busca e inserção descrito aqui:

/****

 *

 * BuscaEInsereM(): Faz busca e inserção numa árvore multidimensional de busca

 *

 * Argumentos: *arvore (entrada/saída) - ponteiro para a árvore

 *             chaveEIndice (entrada) - a chave (e seu respectivo índice) que

 *                                      será procurada/inserida

 *             *indiceDaChave (saída) - índice da chave no nó onde ela se

 *                                      encontrava ou é inserida

 *

 * Retorno: ponteiro para o nó que contém a chave de busca

 *

 ****/

tArvore BuscaEInsereM( tArvore *arvore, tIndiceChave chaveEIndice,

                       unsigned *indiceDaChave )

{

   tArvore  pNo, pNovoNo;     

   unsigned encontrado;

   if (!*arvore) {

   
*arvore = ConstroiNo(&chaveEIndice, 1); /* Tricky, ain't it? */

      *indiceDaChave = 0;

      return *arvore;

   }

   pNo = EncontraNo( *arvore, chaveEIndice.chave, indiceDaChave, &encontrado);

   if (encontrado)

   
return pNo;

   if (pNo->nFilhos < GRAU) {

   
InsereEmFolha(pNo, *indiceDaChave, chaveEIndice);

      return pNo;

   }

   pNovoNo = ConstroiNo(&chaveEIndice, 1);

   pNo->filhos[*indiceDaChave] = pNovoNo;

   *indiceDaChave = 0;

   return pNovoNo;

}

NB: Na função BuscaEInsereM(), falta chamar uma função para inserir o novo registro na tabela de registros.

Observações:

· A árvore resultante é de cima para baixo: um novo nó só é criado quando seu pai está completo; assim, todo nó incompleto não possui filhos e é, portanto, uma folha

· A ordem na qual as chaves são inseridas afeta o posicionamento das chaves

· A inserção pode transformar uma folha em não-folha e, por isso, desbalanceia a árvore, mas na prática, esta técnica não produz árvores muito desbalanceadas

· Esta técnica de inserção é semelhante à técnica de inserção apresentada para árvores de busca binárias (não-AVL)

· Desvantagem do método: folhas são criadas contendo apenas uma chave e algumas folhas podem ser criadas antes que outras folhas sejam completas; por isso, este método pode causar grande desperdício de memória

· Vantagem de árvores de busca multidirecionais de cima para baixo: os nós superiores são completos, de modo que o máximo número de chaves é encontrado em caminhos curtos

2.8 Árvores B


Árvore B de ordem N: 

· Árvore de busca muldirecional de ordem N balanceada onde cada nó, exceto a raiz, possui no mínimo N/2 chaves (e.g., numa árvore B de ordem 10 ou 11, cada possui no mínimo 5 chaves)

· Vantagens: (1) número máximo de nós acessados numa busca é pequeno e (2) todos os nós, exceto a raiz, são completos ou semicompletos, de modo que pouco espaço é desperdiçado

· Este tipo de árvore e suas variantes são muito utilizados na prática

· Terminologia: uma árvore B de ordem N é também denominada árvore (N-1)-N (e.g., uma árvore B de ordem 5 é também denominada árvore 4-5); esta terminologia é derivada do fato de cada nó possuir no máximo N-1 chaves e N filhos

2.8.1 Inserção de Chaves

· Os dois primeiros passos no algoritmo de inserção de chaves em árvores B são idênticos aos respectivos passos no algoritmo de inserção de chaves em árvores muldirecionais de cima para baixo apresentadas anteriormente: (1) encontra-se o nó-folha dentro do qual a chave será inserida, usando uma função como a função EncontraNo() apresentada antes;  (2) se a folha não estiver completa, insere-se a chave usando uma função como InsereEmFolha() apresentada antes  

· Árvores B e árvores muldirecionais de cima para baixo diferem no terceiro passo do algoritmo de inserção; i.e., quando o nó-folha encontrado no segundo passo é completo; neste caso, ao invés de criar-se um nó contendo apenas uma chave, divide-se a folha completa em duas (esquerda e direita)

· Suponha que N é impar; então as N chaves (N-1 chaves na folha completa mais a chave a ser inserida) são divididas  em três grupos: as N/2 chaves menores são colocadas na folha da esquerda, as N/2 chaves menores são colocadas na folha da direita e a chave do meio é colocada no nó-pai, se este não estiver completo; os filhos à esquerda e à direita da chave colocada no nó-pai  serão, respectivamente, as folhas esquerda e direita resultantes da divisão do nó-folha original

Exemplo:






· Se a ordem N for par, as primeiras N/2 chaves são colocadas na folha da esquerda e as últimas (N-1)/2 chaves são colocadas na folha da direita ou, alternativamente, pode-se colocar (N-1)/2 chaves na folha da esquerda e N/2 chaves na folha da direita (estas duas estratégias são respectivamente chamadas tendência esquerda e tendência direita); novamente, a chave do meio passa para o nó-pai

Exemplos:







· Quando o nó-pai para onde a chave do meio é deslocada está completo, repete-se o procedimento, como se esta fosse uma nova chave sendo inserida; este processo pode continuar até que a raiz  seja atingida; se raiz também estiver completa, cria-se uma nova raiz

Exemplo:










Observações:

· A profundidade de uma árvore B aumenta quando a raiz é dividida e uma nova raiz é criada

· A largura de uma árvore aumenta quando outros nós são divididos

· Qualquer inserção mantém uma árvore B balanceada

· Uma árvore B raramente é de cima para baixo porque, quando um nó não-folha completo é dividido, os dois nós-folhas criados não são completos; assim, mesmo que o número máximo de acessos para encontrar uma chave seja baixo (porque a árvore é balanceada), número médio desses acessos pode ser maior do que numa árvore de cima para baixo, na qual os nós nos níveis superiores são completos

· As chaves inseridas inicialmente tendem a ficar mais próximas da raiz do que as chaves inseridas mais recentemente

Descrição do algoritmo de inserção para árvores B

Para que uma inserção ocorra numa árvore B, é necessário uma busca para localizar a folha na qual a chave deve ser inserida; esta busca percorre um caminho que começa na raiz da árvore e termina nesta folha. A inserção retrocede neste mesmo caminho dividindo todos os nós completos encontrados no sentido inverso; i.e., da folha até a raiz. Este percurso inverso encerra quando é encontrado um nó incompleto onde se pode fazer uma inserção sem necessidade de divisão ou quando a raiz da árvore é encontrada. Então, se esta for completa, ela é dividida e uma nova raiz é criada. Portanto, o primeiro passo antes da inserção é encontrar o caminho até o nó-folha, ao invés de simplesmente encontrar este nó; este caminho é armazenado num arranjo contendo o nó, seu endereço e seu índice entre os filhos de seu pai. Em seguida, a inserção é feita explorando o caminho inverso (i.e., do último elemento do arranjo até o primeiro, que representa a raiz) conforme descrito antes.

Implementação do algoritmo de inserção para árvores B

As seguintes definições de tipos são utilizadas na implementação de árvore B que será apresentada em seguida:

typedef char tChave[TAMANHO_DA_CHAVE+1];

typedef  struct  {

       
tChave    chave;
/* Chave de um registro */

       
unsigned  indice;
/* Índice do registro correspondente no arquivo */

} tIndiceChave;

typedef  struct no {

       
unsigned 
 nFilhos;
   /* Número de filhos do nó */

       
tIndiceChave  chaves[GRAU-1];/* Arranjo contendo as chaves e índices do nó*/

       
struct no*    filhos[GRAU]; /*Arranjo contendo ponteiros para filhos do nó*/

} tNo, *tArvore;

typedef  struct {

        tNo      no; 

/* O nó */

        tNo*     endereco;

/* Seu endereço */

        unsigned pos;

/* Sua posição entre os filhos de seu pai */

} tNoCaminho;

Antes de apresentação da função que implementa o algoritmo de inserção para árvores B descrito acima, é necessário apresentar algumas funções auxiliares que facilitam a implementação do algoritmo de inserção.

A função ConstroiNo(), apresentada a seguir, serve para criar nós de uma árvore B.

/****

 *

 * ConstroiNo(): Cria um nó de uma árvore B

 *

 * Argumentos: *indiceChave (entrada) - par chave/índice do registro que será 

 *                                      inserida no novo nó

 *

 * Retorno: ponteiro para o nó criado

 *

 ****/

tNo* ConstroiNo(const tIndiceChave *indiceChave)

{

   tNo*     pNo;

   unsigned i;

   pNo = malloc(sizeof(tNo));

   ASSEGURA(pNo, "Nao foi possivel alocar um no.");

   pNo->chaves[0] = *indiceChave;

   for (i = 0; i < GRAU; ++i) /* Inicializa todos os possíveis filhos do nó */

   
pNo->filhos[i] = NULL;

   pNo->nFilhos = 2; /* Lembre-se que o número de filhos de um */

   


 /* nó é igual ao número de chaves mais 1  */

   return pNo;

}

A função BuscaEmNo(), apresentada a seguir, faz uma busca seqüencial num nó. Esta função é utilizada pelas funções que fazem busca e inserção em árvores B e é semelhante àquela utilizada em busca e inserção de chaves em árvores multidirecionais de cima para baixo.

/****

 *

 * BuscaEmNo(): Faz uma busca (seqüencial) dentro de um nó

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             no (entrada) - ponteiro para o nó onde será feita a busca

 *

 * Retorno: o índice da chave dentro do nó se for encontrada uma chave maior

 *          do que ou igual a chave de busca, ou o número de chaves, se tal chave não 

 *         for encontrada; i.e., se a chave de busca for maior do que qualquer chave do nó

 *

 ****/

unsigned BuscaEmNo(tChave chave, const tNo *no)

{

   unsigned i, nChaves = no->nFilhos - 1;

   for (i = 0; i < nChaves; ++i)

   
if (strcmp(chave, no->chaves[i].chave) <= 0)

   
   return i;

   return nChaves;
/* A chave de busca é maior do que qualquer chave do nó */

}

A função Profundidade(), apresentada a seguir, calcula a profundidade de uma árvore B. Esta função é necessária para criar o caminho de nós descrito anteriormente. 

/****

 *

 * Profundidade(): Calcula a profundidade de uma árvore B, que é o número

 *                 de nós da raiz até algum nó-folha, já que todas as folhas 

 *                 estão no mesmo nível

 *

 * Argumentos: arvore (entrada) - ponteiro para a raiz da árvore

 *

 * Retorno: a profundidade da árvore

 *

 ****/

unsigned Profundidade( tArvore arvore )

{

   unsigned prof = 0;

   while (arvore) {

      prof++;

      arvore = arvore->filhos[0];

   }

   return prof;

}

A função EncontraCaminho(), apresentada a seguir, encontra uma lista (caminho) de nós visitados desde a raiz até o nó onde uma chave é encontrada ou onde ela deve ser inserida.

/****

 *

 * EncontraCaminho(): Semelhante à função EncontraNo() usada em árvores

 *                    multidirecionais de cima para baixo, mas aqui o caminho

 *                    da raiz até o nó encontrado também é guardado num arranjo

 *

 * Argumentos: arvore (entrada) - ponteiro para a raiz da árvore

 *             chave (entrada) - a chave de busca

 *             *posicao (saída) - posição da chave no último nó do caminho

 *             *encontrado (saída) - informará se a chave foi encontrada ou não

 *             *caminho (saída) - arranjo contendo os nós encontrados no caminho

 *                                da raiz até o nó que contém a chave de busca ou

 *                                um nó-folha que deveria contê-la

 *

 * Retorno: índice do último nó visitado no arranjo de nós que representa

 *          o caminho percorrido até o nó encontrado

 *

 ****/

unsigned EncontraCaminho( tArvore arvore, tChave chave, unsigned *posicao,

                          unsigned *encontrado, tNoCaminho **caminho )

{

   tNo      *p;       /* Ponteiro usado para visitar os nós da árvore */

   int      indiceNo; /* Índice do nó visitado dentre os filhos de seu pai */

   unsigned j,        /* Índice do nó no caminho (arranjo) */

            prof;     /* Profundidade da árvore */

   p = arvore;  /* O primeiro nó visitado é a raiz da árvore */

   indiceNo = -1;  /* A raiz não tem pai, muito menos índice entre filhos */

   j = 0; /* O primeiro nó visitado (i.e., a raiz) é o primeiro elemento do arranjo */

   *encontrado = 0;  /* A chave não foi encontrada (pelo menos, até agora) */

   prof = Profundidade(arvore);

   ASSEGURA(prof > 0, "ERRO: Tentativa de encontrar caminho em arvore vazia");

   
/* O número de nós visitados é no máximo igual à profundidade da árvore */

   *caminho = calloc(prof, sizeof(tNoCaminho));

   ASSEGURA(*caminho, "ERRO: Nao foi possivel criar o caminho");

   while (p && !*encontrado) {

      (*caminho)[j].no = *p; 

/* Armazena o nó,...            */

      (*caminho)[j].endereco = p;
/* ... seu endereço e...        */

      (*caminho)[j].pos = indiceNo;    /* seu índice entre seus irmãos */

      ++j;

      indiceNo = BuscaEmNo(chave, p);

      if( (indiceNo < p->nFilhos - 1) && !strcmp(chave, p->chaves[indiceNo].chave) )

         *encontrado = 1; /* Chave foi encontrada */

      else                         /* Chave não foi encontrada neste nível */

         p = p->filhos[indiceNo];  /* Procura no próximo nível */

   }

   
/* Se a chave foi encontrada, 'posicao' apontará para o índice da chave    */

      /* no último nó visitado; caso contrário, 'posicao' apontará para o índice */

      /* no último nó visitado (folha) onde a chave deve ser inserida            */

   *posicao = indiceNo;

   
/* É necessário decrementar j pois ele contém o índice do próximo */

   
/* nó que seria incluído no caminho e não o último nó encontrado  */

   return --j;

}

A função InsereEmNo(), apresentada a seguir, insere uma chave e seu respectivo filho à direita. Esta função é parecida com a função InsereEmFolha() utilizada em inserção de chaves em árvores multidirecionais de cima para baixo. Note, entretanto, que, no caso árvores B, inserções não ocorrem apenas em folhas.

/****

 *

 * InsereEmNo(): Insere uma chave e seu respectivo filho à direita num nó incompleto

 *

 * Argumentos: *pNo (entrada/saída) - nó onde será feita a inserção

 *             pos (entrada) - posição no arranjo de chaves do nó onde a chave 

 *                             será inserida

 *             chaveEIndice (entrada) - a chave (e seu respectivo índice) que 

 *                                      será inserida

 *             pFilho (entrada) - ponteiro para o filho a ser inserido à direita da 

 *                                nova chave

 *

 * Retorno: Nada

 *

 ****/

void InsereEmNo( tNo *pNo, unsigned pos, tIndiceChave chaveEIndice, const tNo *pFilho )

{

   unsigned i;

   ASSEGURA( pos < pNo->nFilhos, "ERRO: Tentativa de inserir chave em posicao invalida" );

   for (i = pNo->nFilhos - 1; i > pos; --i){ /* Abre espaço para a nova chave */

   
pNo->filhos[i+1] = pNo->filhos[i];


pNo->chaves[i] = pNo->chaves[i-1];

   }

   pNo->chaves[pos] = chaveEIndice;     /* Insere a nova chave e... */

   pNo->filhos[pos+1] = (tNo *) pFilho; /* seu filho à direita      */

   pNo->nFilhos++; /* O número de filhos (e de chaves) foi acrescido de um */

}

A função CopiaChaves(), apresentada a seguir, é utilizada para copiar chaves e filhos de um nó para outro. Esta função é útil no processo de divisão de nós que é fundamental no processo de inserção de chaves em árvores B.

/****

 *

 * CopiaChaves(): Copia chaves de um nó para outro

 *

 * Argumentos: pNo1 (entrada) - ponteiro para o nó cujas chaves serão copiadas

 *             *pNo2 (saída) - nó que receberá as chaves copiadas

 *             indiceI (entrada) - índice da primeira chave a ser copiada

 *             indiceF (entrada) - índice da última chave a ser copiada

 *

 * Retorno: Nada

 *

 ****/

void CopiaChaves(const tNo *pNo1, tNo *pNo2, unsigned indiceI, unsigned indiceF)

{

   unsigned i, 

            nChaves = indiceF - indiceI + 1; /* Número de chaves a copiar */

   ASSEGURA(nChaves < GRAU, "Erro: Excesso de chaves");

   for (i = 0; i < nChaves; ++i) {                /* Copia chaves e filhos do  */

   
pNo2->chaves[i] = pNo1->chaves[indiceI+i]; /* nó apontado por pNo1 para */

      pNo2->filhos[i] = pNo1->filhos[indiceI+i];  /* o nó apontado por pNo2    */

   }

   pNo2->filhos[nChaves] = pNo1->filhos[indiceI+nChaves];/*Faltava copiar o último filho*/

   
/* Se o número de chaves a serem copiadas for menor do que ou igual   */

      /* a zero, nenhuma chave é copiada e, portanto, o número de filhos é 1 */

   pNo2->nFilhos = (nChaves <= 0) ? 1 : nChaves + 1;

}

A função DivideNo(), apresentada a seguir, implementa o processo de divisão de nós, fundamental no processo de inserção de chaves em árvores B..

/****

 *

 * DivideNo(): Insere um par chave/indice num nó e divide este no, criando

 *             um novo nó para a metade superior das chaves e mantendo

 *             a metade inferior das chaves no nó dividido

 *

 * Argumentos: *pNoDiv (entrada/saída) - nó que será dividido

 *             pos (entrada) - posição onde a nova chave será inserida

 *            chaveEIndice (entrada) - a chave (e seu respectivo índice) que será inserida

 *             pFilhoDireita (entrada) - ponteiro para o nó que será o filho

 *                                       à direita da chave inserida

 *             **pNoDireita (saída) - novo nó onde serão colocadas as chaves

 *                                    superiores do nó dividido

 *             *chaveMeio (saída) - a chave do meio (i.e., aquela que subirá

 *                                  para o nó-pai) do nó dividido

 *

 * Retorno: Nada

 *

 ****/

void DivideNo( tNo *pNoDiv, unsigned pos, tIndiceChave chaveEIndice,

               tNo *pFilhoDireita, tNo **pNoDireita, tIndiceChave *chaveMeio )

{

   static const unsigned metade = GRAU/2;  /* Evita recalcular este valor */

   





    /* a cada chamada desta função */

   unsigned              i;

   *pNoDireita = malloc(sizeof(tNo)); /* Cria novo nó que receberá as chaves superiores */

   ASSEGURA(*pNoDireita, "ERRO: Tentativa frustrada de alocar um no' para divisao");

   for (i = 0; i < GRAU; ++i) /* É necessário iniciar os possíveis filhos deste novo nó */

   
(*pNoDireita)->filhos[i] = NULL;

   if (pos > metade) { /* A nova chave pertence ao novo nó da direita */

   
CopiaChaves(pNoDiv, *pNoDireita, metade+1, GRAU-2);

      InsereEmNo(*pNoDireita, pos-metade-1, chaveEIndice, pFilhoDireita);


pNoDiv->nFilhos = metade + 1;

      *chaveMeio = pNoDiv->chaves[metade];

   } else if (pos == metade) { /* A nova chave é a chave do meio */

   
CopiaChaves(pNoDiv, *pNoDireita, metade, GRAU-2);

      pNoDiv->nFilhos = metade;

      (*pNoDireita)->filhos[0] = pFilhoDireita;

      *chaveMeio = chaveEIndice;

   } else { /* A nova chave pertence ao nó dividido */

   
CopiaChaves(pNoDiv, *pNoDireita, metade, GRAU-2);

      pNoDiv->nFilhos = metade;

      InsereEmNo(pNoDiv, pos, chaveEIndice, pFilhoDireita);

      *chaveMeio = pNoDiv->chaves[metade-1]; 

   }

}

A função BuscaB(), apresentada a seguir, implementa o processo de busca (sem inserção) em árvores B. Note que esta função utiliza substancialmente o mesmo algoritmo utilizado pela função que faz  busca (sem inserção) em árvores  multidirecionais de cima para baixo. (Obviamente, isto era esperado, visto que árvores B e árvores multidirecionais de cima para baixo diferem apenas no modo como as inserções são feitas.)

/****

 *

 * BuscaB(): Faz uma busca numa árvore B (NB: Esta função é idêntica à função

 *           BuscaMulti() utilizada em busca multidirecional)

 *

 * Argumentos: chave (entrada) - a chave de busca

 *             arvore (entrada) - ponteiro para a raiz da árvore onde será feita a busca

 *

 * Retorno: índice do registro contendo a chave de busca; -1, se tal chave não 

 *          for encontrada

 *

 ****/

int BuscaB(tChave chave, tArvore arvore)

{

   unsigned i;

   while (arvore) {

      i = BuscaEmNo(chave, arvore);

      if ( (i < arvore->nFilhos - 1) && !strcmp(chave, arvore->chaves[i].chave) )

         return arvore->chaves[i].indice; /* A chave foi encontrada */

      arvore = arvore->filhos[i]; /* Desce para o próximo nó */

   }

   return -1; /* A chave NÃO foi encontrada */

}

A função BuscaEInsereB(), apresentada a seguir, é a função principal do processo de busca e inserção em árvores B.

/****

 *

 * BuscaEInsereB(): Faz busca e inserção numa árvore B

 *

 * Argumentos: *arvore (entrada/saída) - ponteiro para a raiz da árvore

 *             chaveEIndice (entrada) - índice da chave no nó onde ela se encontra,

 *                                      se ela for encontrada; caso contrário,

 *                                      este valor pode ser desprovido de significado

 *

 *             *indiceDaChave (saída) - índice da chave no nó onde ela se

 *                                      encontrava ou onde ela é inserida

 *             arquivo (entrada) - nome do arquivo de registros; se este argumento

 *                                 for NULL, não haverá inserção de registro (i.e.

 *                                 o registro já se encontra no arquivo)

 *

 * Retorno: ponteiro para o nó que contém a chave de busca, se esta for encontrada;

 *          NULL, se a chave não for encontrada. (NB: Se a chave não for encontrada,

 *          ela é inserida e a função não acompanha onde é feita a inserção; isto

 *          poderia ser feito, como foi o caso da função que faz busca e inserção

 *          em árvores multidirecionais de cima para baixo, mas, aqui, o caso é

 *          mais complicado e esta complicação não compensa fazer isto, visto que,

 *          no caso de haver inserção, não há grande utilidade prática em retornar

 *          o local onde a chave foi inserida.)

 *

 ****/

tArvore BuscaEInsereB( tArvore *arvore, tIndiceChave chaveEIndice,

                       unsigned *indiceDaChave, const char *arquivo )

{

   unsigned     iNo, /* Índice do nó no caminho (arranjo) de nós visitados */

                encontrado; /* Dirá se a chave foi encontrada */

   tIndiceChave chaveMeio;

   tNoCaminho   *caminho = NULL; /* Apontará para o arranjo de nós visitados */

   tNo

   *ptrNo,

   

   *pNoDireito, 
/* Nó à direita que conterá as chaves */

                             
/* superiores de um nó dividido       */

                *pFilhoDireito; 
/* Nó que será filho à direita */

                 


/* de uma chave inserida       */

   if (!*arvore) { /* A árvore ainda é virgem */

   
ASSEGURA( !arquivo || InsereRegistroEmArquivo(&chaveEIndice, arquivo),

                "ERRO: Nao foi possível inserir registro em arquivo");

      *arvore = ConstroiNo(&chaveEIndice); /* Cria a raiz da árvore */

      *indiceDaChave = 0;

      return *arvore;

   }

   iNo = EncontraCaminho(*arvore,chaveEIndice.chave,indiceDaChave,&encontrado,&caminho);

   if (encontrado) { /* Não é necessário inserir a chave, pois ela foi encontrada */

      

/* O endereço do nó precisa ser guardado antes de liberar o arranjo */

      ptrNo = caminho[iNo].endereco;

      free(caminho);  /* O arranjo caminho não é mais necessário */

      return ptrNo;  /* Nada mais precisa ser feito */

   }

   ASSEGURA( !arquivo || InsereRegistroEmArquivo(&chaveEIndice, arquivo),

             "ERRO: Nao foi possível inserir registro em arquivo");


/* A diferença significativa entre as funções BuscaEInsereB() e */


/* BuscaEInsereM() para árvores multidirecionais começa aqui    */

   

/* A inserção começa numa folha; assim, o filho */

         
/* à direita da chave a ser inserida é nulo     */

   pFilhoDireito = NULL;

   

/* Percorre o caminho inverso até encontrar a raiz ou um nó incompleto */

   while (iNo && caminho[iNo].no.nFilhos == GRAU) {

      DivideNo( &caminho[iNo].no, *indiceDaChave, chaveEIndice, pFilhoDireito,

                &pNoDireito, &chaveMeio );

      *caminho[iNo].endereco = caminho[iNo].no; /* Atualiza o nó na árvore */

      

/* O filho à direita da chave que subirá para o nível */

            /* superior será o novo nó criado no nível atual      */

      pFilhoDireito = pNoDireito;

      *indiceDaChave = caminho[iNo].pos;

      chaveEIndice = chaveMeio; /* Chave a ser inserida no próximo nível acima */

      iNo--; /* Sobe um nível na árvore voltando uma posição no arranjo 'caminho' */

   }

   if (caminho[iNo].no.nFilhos < GRAU) { /* Há espaço no nó para mais uma chave */

      InsereEmNo(&caminho[iNo].no, *indiceDaChave, chaveEIndice, pFilhoDireito);

      *caminho[iNo].endereco = caminho[iNo].no; /* Atualiza o nó na árvore */

      free(caminho);  /* O arranjo caminho não é mais necessário */

      return NULL; /* Não se sabe onde foi feita a inserção da nova chave */

   }


/* Neste ponto, sabe-se que o nó na posição iNo do caminho é uma */

   
/* raiz completa, que será dividida e uma nova raiz será criada  */

   DivideNo( &caminho[iNo].no,*indiceDaChave, chaveEIndice, pFilhoDireito, 

             &pNoDireito, &chaveMeio );

   *caminho[iNo].endereco = caminho[iNo].no; /* Atualiza o nó na árvore */

   *arvore = ConstroiNo(&chaveMeio); /* Cria a nova raiz */

   (*arvore)->filhos[0] = caminho[iNo].endereco;

   (*arvore)->filhos[1] = pNoDireito;

   free(caminho);  /* O arranjo caminho não é mais necessário */

   return NULL; /* Não se sabe onde foi feita a inserção da nova chave */

}

2.9 Remoção de Chaves em Árvores Multidirecionais

Remoção de Chaves

· A forma mais simples de remover chaves de uma árvore multidirecional é utilizar um campo associado a cada chave que indique se a chave está em uso ou foi removida
· Quando houver um número suficiente de remoções que justifique a operação, a árvore é reconstruída sem incluir obviamente as chaves removidas

· Outras estratégias de remoção não são triviais  (consulte a bibliografia recomendada)
2.10 Árvores B+


Árvore B+:

· Todas as chaves são mantidas em folhas e outros nós contêm repetições das chaves (nem todas as chaves são repetidas)

· As folhas são conectadas de modo a permitir um caminho seqüencial para percorrer as chaves

· As localizações dos registros estão associadas apenas às chaves contidas nos nós-folhas; assim, uma busca termina apenas num nó-folha (i.e., diferentemente do que ocorre com outros tipos de árvores de busca vistas antes, a busca não pára se a chave for encontrada num nó que não seja folha)

· Vantagem: facilidade de percorrer os nós seqüencialmente, que é uma das maiores deficiências de árvores B

Exemplo: Para localizar a chave 53 na árvore B+ da figura a seguir, percorre-se o caminho composto pelos 

nós A, B e E. Se for desejado percorrer seqüencialmente todas as chaves desta árvore a partir da chave 53, basta seguir os ponteiros que ligam os nós-folha. 


Observações:

· A lista encadeada de folhas de uma árvore B+ é denominada conjunto de seqüência 

· A busca utilizando árvore B+ pode ser vista como uma extensão da busca seqüencial indexada: cada nível da árvore pode ser visto como um arranjo de índices para o nível inferior e o último nível é um arranjo de índices para os registros

· Inserção em árvores B+ é semelhante à inserção em árvores B, mas, quando um nó é dividido, a chave do meio é retida no nó dividido, além de subir para o nó-pai

· Quando uma chave é removida de uma folha, ela pode ainda ser mantida em algum nó não-terminal

· Árvores B+ são tão eficientes quanto árvores B em termos de busca e inserção 

· Outra vantagem das árvores B+ é que, como os nós que não são folhas não contém ponteiros para os registros, pode-se usar o espaço economizado para aumentar o tamanho dos nós, e isto, conforme já foi visto é um fator de otimização

Bibliografia:

[1] Tenenbaum, A. M., Langsam, Y. e Augenstein, M. J., Estrutura de Dados Usando C, Makron Books, 1995.

[2] Wirth, N., Algorithms + Data Structures = Programs, Prentice-Hall, 1976.
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� Não confunda os argumentos nReg e tamanho; nReg é o número de registros atualmente armazenados no arranjo e este número pode ser alterado à medida que se incluem ou removem registros; por outro lado, tamanho é o tamanho com o qual o arranjo é declarado e este valor é fixo.


� Evidentemente, se as chaves fossem internas (i.e., se a chave estivesse armazenada no próprio registro), não seria necessário incluir o tamanho da tabela na lista de argumentos.


� Suponha ainda a existência das funções utilizadas na implementação de árvores binárias apresentadas na Seção 1.4.


� Existem várias outras alternativas para o tipo que define estes pares. Em primeiro lugar, a chave não precisa necessariamente ser do tipo unsigned (ou mesmo inteira). Em segundo lugar, o segundo campo pode ser um ponteiro para o respectivo registro ou o próprio registro.





